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ПАРАДОКСЫ БЕЗКОНЕЧНАГО. 


БИБЛІОТЕКА КЛАССИКОВЪ ТОЧНАГО ЗНАНИЯ. ІУ. 


Б. БОЛЬЦАНО 


ПАРАДОКСЫ 
БЕЗКОНЕЧНАГО 


изданные по посмертной рукописи автора 


Др. Фр. Пржигонскимъ. 
Переводъ съ нфмецкаго подъ редакщей 


Проф. И. В. СЛЕШИНСКНАГО. _ 


Је ѕиіѕ Ієйетепі роиг Гтрте асінеї, 
дигаи Иси Ф'афтейге, дис Іа пайите Гав- 
рогте, сотте Гоп АЙ эшватететй, іє Исп 
фібеїїє Гајјесіе рагіоні, роит пиеих таг- 
фиег 15 регјесіопѕ де зоп Ашеиг. (Тейих, 
Орега отта зо Гміот. Ощепу. Гот. П. 
рагі, Г. р. 243). 

(Я вә такой мъръ стою за акту- 
альную безконечность, что не только не 
допускаю, что природа боится ся, какь 
обыкновенно выражаются, но и признаю, 
что природа всюду являет» именно та- 
кую безконечность, чтобы лучше отмт- 
»тить совершенство своето Творца). 


ОДЕССА 191! 
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Оть редактора перевода, 


Бернардъ Больцано (Вегпага Во]хапо. 5. Х. 1781—18. ХІІ 1848) 
занималъ съ 1805 по 1820 годъ каөедру исторіи религіи въ Праж- 
скомъ университетЪ. Уволенньй на основаніи доносовъ враговъ, 
обвинявшихъ его въ отступленіи отъ догматовъ католической церкви, 
онъ посвятилъ остальную часть жизни исключительно научнымъ за- 
нятіямъ въ области логики и математики. 

Приводя списокъ его работъ въ этой области, я пользуюсь 
случаемъ обратить вниманіе на хранящіяся въ вЪнской придворной 
библіотек не опубликованныя рукописи Больцано. ОнЪ составляють 
десять кипь, помЪченныхъ буквами А, В, С, р, Е, Б, С, Н, Н, Ј. 
Только часть одной кипы содержитъ лекціи этики, все остальное 
математическаго содержанія. з 

Больцано первый ввель въ математику понятіе о верхней гра- 
ниць и раньше Коши установиль понятіе о сходимости рядовъ, 
формулируя также общ критерій сходимости, извібстньй подъ име- 
немь критерія Коши. (См. сочиненія, помфщенныя въ спискЪ подь 
нумерами 3 и 4). 

Въ сочиненіи, переводь котораго здЪфсь предлагается (№ 9 
списка), Больцано является предшественникомъ Георга Кантора (Се- 
оге Капіог. 3. Ш. 1845) въ теорій безконечныхъ многообразий. Имен- 
но, въ $$ 20-24 онъ устанавливаєть и развиваєть ті свойства без- 
конечнаго, которыя легли въ основане теорій Кантора. 

Я хотіль бы обратить вниманіе читателя еще на нікоторья 
ЗамЪчательныя мЪста этой книги. Въ $ 5 дается то опредбленіе 
суммы, на которомъ построилъ свою ариөметиһу Г. Грассманнъ 
(Н. Сгаѕѕтапп. 15. ІУ. 1809—26. ІХ. 1877). Въ $ 34 дается научное 
опредђленіе нуля. Очень интересны разъясненія, содержащіяся въ 
конц $ 36. Замъчательныя мысли содержитъ $ 37, посвященный 
обоснованію анализа. Отмфтимъ еще конецъ $ 40, конецъ $ 41, на- 
чало $ 49 и конецъ $ 70. 
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МІ 


Съ н$которыми взглядами автора, въ особенности въ области 
метафизики, трудно согласиться. Утвержденія, содержащіяся въ при- 
мЪчаніяхъ на страницахь 61 и 64, оказались невЪрными, но мн%нія 
эти раздблялись наиболЪе знаменитыми математиками этой эпохи. 

Пониманіе математическихь частей сочиненія предполагаетъ 
лишь элементарныя знанія изъ области высшей математики. Для по- 
ниманія сказаннаго на страниц 91 необходимо знать свойства ло- 
гариемической спирали. 


И. Слешинскій. 
30. Ш. 1911 Одесса. 
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Сочиненія Больцано по ЛОГИКБ и математика. 


1. Веігасһипееп ИБег еіпісе Севепѕійпӣе ег Еіетепіагееотеїгіе. 
Ргає. 1804. 

2. Вейгаве 2и еіпег Бергапаеегеп РагѕќеПипе 4ег МаетайК. 
1. еѓегипе. Ргає. 1810. 

3. Бег Біпотіѕсће [.еВгзаё ип@ а!5 Еоїєегипе аиѕ Шт ег ро- 
Іупотізспе, ип діе Кешеп, іе хиг Вегесппипе 4ег 1.осагИтеп ипӣ 
Ехропепіїаіетӧѕѕеп Фепеп, єепацег аз Біѕһег егміезеп. Ргає. 1816. 

4. Кеіп апаїуйзспег Вемеіз 4ез  ЦеНг5аїлез, 4а$$ 2мізспеп је 
2\е! М/егіпеп, Фе еіп епісесепоеѕеігќеѕ КезиЦа( сем аВгеп, мепієзіепя 
еіпе гееПе \/иг2е! ег Сіеєїсрипе Песе. Ргає. 1817. Вейт 1894. 

5. Ріе дгеї Ргобіете ег Кесіїйсабіоп, ег Сотр!апаНоп ипа 
дег Сибігипе обпе Вегас пе дез ипепйіісћ Кіеіпеп, оһпе фе Ап- 
парте 4ез Агсһітейеѕ ип оһпе ігеепі еше пісбі ѕігепе. егумеїзіїспе 
Уогаиѕѕеіхипе се1ӧѕё, ғие1еісһ а!$ Ргобе еіпег ейпліїсбпепо ОтзйаКипе 
дег Каитулззепзсвай аПеп Маһетайкегп 2иг Ргйіипе үогрејерї. 
ере. 1817. 

б. Ог. В. Вохапо’$ \М15зеп$сВа_$еВге, УегзисН етег аи гИсвеп 
ипа етӧѕѕќепіћеіѕ пеџеп РагѕќеПипо дег Цоєїк тій ѕіеќег КіскѕісһҺ 
аи! дегеп Біѕһегісе Веагбеіќег. НегаџѕсесеђБеп уоп теһгегеп ѕеіпег 
Ргеип4де. Мі еіпег Уоггеде йеѕ Рг, Ј. С. А. Неіпгоёћ. 4. Вӣе. Зиї?- 
Басһ 1837, 

7. Мегѕисһ еіпег објекіуеп Веєтйпдипе ег [.еһге уоп дег Ли- 
ѕаттепѕеќхипе дег Кгайе. Ргає. 1842. ; 

8. Мегѕисһ еіпег објекііуеп Веєтйпаипе 4ег 1.еБге уоп деп 4ге! 
Рітепѕіопеп де5 Каитез. Ргає. 1843. 

9. В. Во]2апо’$ Рагайохіеп дез Юпепаїїспеп. НегаџѕсесеБеп уоп 
Ргіһопѕку. Іеїіргів. 1551. Вегііп. 1889. 
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Матеріаль для біографія и оцнки дбяральногій Больцано. 


1. Себепѕбеѕсһгеібипе де5 Юг. В. Воігапо ті еіпісеп ѕеіпех 
ипсейгискіеп Аи ше ип ет Віїдпіз5е 4ез Үегѓаѕѕегѕ, еіпрејейеё 
ипа егідціегі уот НегаизвеБег. Ѕ0илБасһ. 1836. (Автобіографія). 

2. ЗК ыихеп аиѕ дет Іебеп Ог. В. Воіхапо’ѕ уоп еѕѕеп Агже 
"Рг. А. Міѕѕһаирі. Цеірліє. 1850. 

3. Вгисһѕќйске ги еіпег Кіпёйееп І.ерепѕБеѕсһгеібипе 4ез ѕе]. 
Ргоѓеѕѕогѕ Вегпаг@  Воїгапо уоп Јоѕеѓ Нойтап іп  Теспоби?. 
М/іеп, 1850. 

4. Вегпага Во!хапо. Діуоіорізпу паѕііп. берза!а Мане Сегуіпкоу4. 
У. Ргаге. 1881. 

5. В. Воапо’$ Ведещитя іп дег Сеѕсһісһе ег Іпіїпікезітаї- 
гесппипе. Моп 54012 іп Іпп5ргиск. 1881. Ма. Апп. Ва. ХҮШ, $. 255. 

6. Егітапп. Сгипӣгіѕѕ 4ег Сеѕсһісһќе дег РЬЙозорше. Ва. 2. 
1878. 5. 389. 

7. Вегпагі Воігапо, Ріефпабка Маме Сегуткоув-Юегсоуз, У 
Ргахе. 1893. 

8. Низзег. І оєїзспе Упіегвиспипоеп. 1900. $. 225, 

9. Раїдсуї. Капі ип Воігапо. 1902. 
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Предисловіе издателя. 


Больцано началъ писать замічательное сочиненіе «о па- 
радоксахъ безконечнаго» еще лЪтомъ 1847-го года на пре- 
лестной дачЪ въ ЛибохЪ близь Мельника, въ сообществб издателя, 
но, всл'бдствіе перерыва, обусловленнаго другими работами, закончилъ 
это сочиненіе только лЪтомъ слБдующаго года, посл%дняго года своей 
жизни. Больцано доказаль этимъ сочиненіемъ, что, несмотря на 
поздній возрасть — 66 лтъ—и на очевидный упадокъ тЪлесныхъ сил», 
его духовнья силы сохранили еще всю свіжесть и подвижность. 
Кром% того, эта работа показала всему ученому міру всю самобыт- 
ность его воззріній на самые отвлеченные и глубокіе вопросы ма- 
тематики, чистаго естествознанія и метафизики. ДЪйствительно, если 
бы Больцано не написаль и не оставиль намъ ничего больше, 
кром этого одного трактата, то и въ такомъ случаЪ его слЪдо- 
вало-бы причислить, по нашему глубокому уб'бжденію, къ самымъ 
выдающимся людямъ нашего стол%тія. Самые интересные и запутан- 
ные вопросы, возникающе при изслідованій понятія о безконеч- 
ности, вопросы, которые занимали съ давнихъ временъ ученыхъ, 
работавшихъ въ области апрюрныхъ наукъ, онъ умбеть разрЪшать 
съ поразительной легкостью. КромЪ того, онъ умћетъ излагать и 
развертывать передъ глазами читателя эти вопросы съ такой 
ясностью, что они въ большинствЪ случаевъ становятся доступными 
для каждаго, кто не вполнЪ чуждъ этой области и лишь немногое 
усвоилъ въ ней. Знатокь-же, если только онъ отнесется къ этому 
трактату съ нбкоторьмь вниманіемъ, (и развб мы не въ праві 
ожидать этого отъ каждаго ученаго?) вскорЪ узнаетъ значене взгля- 
довь Больцано, намченныхъ здфсь и разработанньхь обстоя- 
тельнфе въ другихъ его сочиненіяхъ (особенно въ его «Логик» и 
въ «А{һапаѕіа»), и вскорЪ замітить, что ими намЪчается полное 
преобразованіе всей современной системы науки. 
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Издатель, получивь этотъ трактатъ въ рукописи отъ насл%д- 
никовъ автора съ обязательствомъ напечатать его возможно скор%е, 
принялъ на себя это обязательство тЪмъ охотнЪе, что оно вполнЪ 
согласовалось съ самымъ сокровеннымъ его желаніемь (Больцано 
былъ его незабвеннымъ учителемъ и другомъ). Онъ охотно испол- 
нилъ-бы и раньше это обязательство, если бы не возникли препят- 
ствія, которыя онъ могъ устранить лишь въ теченіе настоящаго года. 
Только теперь сдЪлалось для него возможнымъ исправить перепи- 
санное по рукописи, не всегда четкой и представляющей кое-гдЪ 
даже неправильности, составить точный указатель содержанія для 
удобства въ пользованіи книгой и найти подходящее місто для ея 
изданія. Для этой ціли онъ выбралъ Лейпцигь, съ одной стороны, 
надъясь на болЪе широкое распространеше сочиненія, напечатаннаго 
именно въ ЛейпцигЪ; съ другой стороны, желая почтить знаменитый 
городъ книгъ, украшене и гордость новой родины издателя (онъ 
чехь по происхождению), такъ какъ онъ вЪритъ, что въ будущемъ, 
когда великій геній Больцано будеть признанъ всЪми, Лейпцигь 
прославится тЪмъ, что былъ містомь, гдЪ появились впервые 


«Парадоксы». 
Будиссинъ, 10 юля, 1850. 
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СОДЕРЖАНИЕ, 


$ 1. Почему авторъ занимается исключительно изслЪдованемъ па- 
радоксовъ безконечнаго. 

$ 2—10. Понятіе о безконечномъ въ изложени математиковь и 
изслБдованіе его. 

$ 11. Какь представляють себЪ безконечное Гегель и другіе 
философы. 

$ 12. Другія опредЪленя безконечнаго и разборъ ихъ. 

5 13. Реальность понят, установленнаго автором», доказанная 
примЪрами изъ области недЪйствительнаго. Количество истинъ и теоремъ 
безконечно. 

$ 14. Опроверженіе нБкоторыхъ возражений. 

$ 15. Количество чисель безконечно. 

$ 16. Количество величинъ вообще безконечно. Є 

$ 17. Количество простыхъ частей времени и пространства вообще 
безконечно; точно также безконечно количество точекъ времени и про- 
странства, которыя находятся между двумя сколь угодно близкими точ- 
ками пространства или времени. 

$ 18. Не всякая величина, которую мы разсматриваемъ, какъ сумму 
безконечнаго множества конечныхъ величинъ, является величиной безко- 
нечной. 

$ 19. Существуютъ безконечныя многообразія, ббльшія или мень- 
шія, чБмъ другія безконечныя многообразия. 

$ 20. Замъчательное соотношеніе двухъ безконечныхъ многооб- 
разій, состоящее въ томъ, что каждая вещь, принадлежащая одному мно- 
гообразію, можетъ быть соединена съ нЪкоторой вещью, принадлежащей 
другому, такимъ образомъ, чтобы ни одна вещь въ обоихъ многообра- 
зіяхъ не оставалась безъ соединенія и не появлялась-бы болће одного 
раза въ соединеніи съ другой вещью. 

$ 21. ТБмъ не менбе два безконечныхъ многообразія, равныя по 
количеству своихъ частей, могутъ быть однако въ такомъ соотношеніи, 
что одно изъ нихъ будетъ представлять только часть другого. 

$ 22 и 23. По какой причин для конечныхъ многообразій имЂетъ 
місто другой случай, и какимъ образомъ эта причина исчезаетъ для 
безконечныхъ многообразий. 
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$ 24. ДВЪ суммы попарно равныхъ величинъ, если ихъ многооб- 
раз!е безконечно, могутъ не быть равными; это равенство будеть имЪть 
мЪсто только въ томъ случаЪ, когда оба множества опредЪляются оди- 
наковыми условіями. 

$ 25. Въ области дЪйствительнаго также существуетъ безконечное. 

$ 26. Законь полной опредбленности всего дъйствительно суще- 
ствующаго не противорЪчитъ этому утвержденію. 

$ 27. Заблуждене тЪхъ математиковъ, которые говорять о безко- 
нечно большихь промежуткахъ времени, ограниченныхъ однако съ обЪ- 
ихъ сторонъ, или, что случается еще чаще, о безконечно малыхъ про- 
межуткахь времени. Заблуждаются и тб, что говорять о безконечно 
большихъ и безконечно малыхъ разстояніяхь. Ошибаются также физики 
и метафизики, предполагая или утверждая, что существуютъ силы во 
вселенной въ безконечное число разъ бблышя или меньшія, ч'Бм'ь другія. 

5 28. ГлавнЪйше парадоксы безконечнаго въ области математики; 
прежде всего въ общей теорій величинъ и особенно въ учени о числахъ. 

Какь разрзшается парадоксь исчисленія безконечнаго. 

5 29. Существуєть исчисленіе безконечно большихъ. 

5 30, Точно также существуєть и исчислене безконечно малыхъ. 

$ 31 и 32. Неправильность н'вкоторьж'ь понятій, принятьхь даже 
въ математикЂ, о безконечно большихъ и безконечно малыхъ. 

5 33. Осторожность, которую необходимо соблюдать для избЪжа- 
нія ошибокъ при производств вьчисленій съ безконечными. 

5 34. БолЪе точное опредбленіе понятія о нул$. Нуль не можетъ 
являться дЗлителемъ въ равенствЪ, не представляющемъ простого 
тождества. 

$ 35. Противор'вчія, вытекающія изъ встръчающагося иногда утвер- 
жденія, что безконечно малыя величины, соединенныя помощью сложенія 
или вычитанія съ нЪкоторыми другими, обращаются въ нуль или исче- 
заютъ. 

5 36. Эти противорЂчія не устраняются предположеніемъ н'Бкото- 
рыхъ математиковъ, что безконечно малыя величины равны нулю, без- 
конечно-же большія суть частныя отъ дбленія конечной величины на 
нуль. 

$ 37. Какъ, по мннію автора, сл®дуетъ понимать методъ исчисле- 
нія безконечныхъ, чтобы освободить его отъ всякихъ противор%Ђчій. 

$ 38. Парадоксы безконечнаго въ прикладной части ученія о вели- 
чинахъ, а именно въ ученіи о времени и пространств%. 

Уже самое понятіе о континуум или непрерывномъ протяженіи 
заключаетъ въ себ® кажущіяся противорбчія. Какъ разршить эти про- 
тивор'Вчія? 

$ 39. Парадоксы въ понятіи о времени. 

$ 40. Парадоксы въ понятіи о пространств%. 

$ 41. Какимъ образомъ большая часть парадоксовъ въ ученій о 
пространствЪ объясняется изъ понятія о пространствЪ, которое предла- 
гаетъ авторъ? 
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$ 42 и 43. Какимь образомъ неправильное пониманіе ученія о без- 
конечно большомъ привело нъЪкоторыхъ математиковъ къ неправиль- 
нымъ представленямъ? 
2 $ 44. Вычисленіе величины безконечнаго пространства, принадле- 
жащее |. Шульцу, и въ чемъ собственно заключается ошибка этого 
вычисленія. 

$ 45. Ученіе о безконечно маломъ тоже подало поводъ къ нЪкото- 
рымъ несообразностямъ. 

$ 46. Что слЪдуетъ думать о предложени Галилея: окружность 
круга также велика, какъ и его центръ. 

$ 47. Объясненіе предложенія, что обыкновенная циклоида имЪетъ 
безконечную кривизну въ той точкб, гдЪ она встрВчаетъ свое основаніе. 

$ 48. Какимъ образомъ происходить то, что нБкоторыя протяже- 
нія, распространяясь въ безконечномъ пространствЪ, тзмъ не менЂе 
имЂютъ конечную величину; другія-же, напротивъ того, будучи ограничены 
конечнымъ пространствомъ, имФютъ все-таки безконечную величину; и 
далЪе, нЬкоторья другія сохраняютъ конечную величину, хотя дЪлаютъ 
безконечное число оборотовъ вокругъ одной точки. 

$ 49. Еще нікоторья парадоксальныя отношеня пространствен- 
ныхъ протяженій, им'бющихь безконечную величину. 


$ 50. Парадоксы безконечнаго въ области физики и математики. 


Какія истины слбдуеть признать, чтобы судить правильно объ 
этихъ парадоксахъ. 


Доказательство того, что нЪтъ двухъ совершенно равныхъ вещей, 
а также, слЪдовательно, двухъ совершенно равныхъ атомовъ (простыхъ 
субстанцій) во вселенной; далЂе, —что несомн®нно существуютъ простыя 
субстанщи, и что это суть перем'бннья субстанцій. 

$ 51. Предразсудки, отъ которыхъ слвдуетъ освободиться, чтобы 
правильно судить объ относящихся сюда парадохсахь. НЪтъ мертваго 
вещества, но есть инертное вещество. 

$ 52. Предположеніе, что непосредственное дЪйстые субстанцій 
недопустимо, представляетъ предразсудокъ школы. 

$ 53. Подобнымъ-же образом» увбренность въ томъ, что непо- 
средственное вліяніе на разстояніи невозможно, является предразсудкомъ. 

$ 54. Проникновеніе одной субстанцій въ другую безусловно от- 
рицается. 

$ 55. Предразсудокь, состоящій въ томъ, что духовныя существа не 
занимаютъ пространства, такъ что не могуть даже занимать м$ста 
одной точки. 

Между созданными субстанціями нЪтъ другихъ различ, кром'Б 
различій въ степени. 

5 56. Съ этой точки зрЪнія устраняется самъ собой большой па- 
радоксъ о связи духовныхъ и матеріальныхъ субстанцій. 

5 57. Ошибочное представленіе о построеніи вселенной изъ одніхь 
силь, безъ субстанцій. 
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$ 58. НЪтъ ни высшей, ни низшей ступени бьтія въ твореніи Бога. 

$ 59. Непрерывное наполненіе безконечнаго пространства субстан- 
ціями хорошо согласуется съ различною плотностью тіль, и нбть ни- 
какой надобности предполагать, что субстанцій проникають одна въ 
другую. 

$ 60. Каждая субстанція въ мрЪ находится въ постоянномъ взаи- 
модйствіи съ каждой другой. 

$ 61. Существуютъ между ними субстанціи господствующія, но ни 
одна изъ нихъ не обладаєть силами, которыя-бы превосходили силы 
подчиненныхъ субстанцій на безконечную величину. 

$ 62. Существуетъ-ли господствующая субстанція въ каждой сово- 
купности субстанцій. 

$ 63. Кромъ господствующихъ субстанцій существуеть еще міро- 
вое вещество —эөиръ, которое заполняетъ все остальное міровое про- 
странство и соединяетъ всЪ міровыя тЪла 

Между субстанціями существуетъ притяженіе и отталкиваніе, и ка- 
кимъ образомъ авторъ представляетъ себЪ это. 

Отчего мроисходитъ, что вещества, различающіяся между собой 
своими силами, а именно степенью взаимнаго притяженія, по вЪсу равны 
между собой или что вЪса ихъ относятся между собою, какъ массы. 

$ 64. Въ чемъ проявляется господство опредбленньхь субстанцій 
или атомовъ надъ другими, и что отсюда сл®дуетъ. 

$ 65. Ни одна особенная субстанщя не можетъ испытывать такого 
измЂненія, чтобы, благодаря ему, освободиться отъ всбхь ближайшихъ 
частицъ, окружающихъ ее. 

$ 66. ГДЪ кончается одно тЪло и начинается другое или вопросъ 
о границахъ тЂла. 

$ 67. Находятся-ли тБла въ непосредственномъ соприкосновеніи 
одно съ другимъ, и когда это бываетъ. 

5 68. Возможные виды движеній во вселенной. 

5 69. Описываетъ-ли какой-нибудь атомъ во вселенной въ какое- 
либо время линію вполн® прямую или вполнЪ кривую. 

Принимая во вниманіе мнЪніе автора о безконечности вселенной, 
возможно-ли допустить поступательное движене ея въ какомъ-нибудь 
опредбленномь направлении или вращательное движене ея вокругъ дан- 
ной міровой оси или мрового центра. 

$ 70. Два парадокса, получившихъ, благодаря Эйлеру, большую 
изв'Бстность. 
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Хотя и нельзя согласиться сь мнініємь Кестнера, что веб 
встрвчающіяся въ математикб парадоксальныя  утвержденія 
представляють собою предложеня, которыя либо непосредственно 
заключаютъ въ себЪ поняте о безконечномъ, либо такъ или 
иначе опираются на это понят, когда дблаєтся попытка ихъ до- 
казать, но это несомнібнно справедливо для большей части этихъ 
утвержденій. Еще безспорнЪе то, что къ разряду такихъ утвержде- 
ній принадлежать именно ТЪ математическіе парадоксы, которые 
заслуживають наибольшаго вниманя по той причині, что рішеніе 
важнЪйшихъ вопросовъ въ нікоторьхь другихъ наукахъ, какъ, на- 
примЪръ, въ метафизикЪ и физикЪ, зависитъ отъ удовлетворитель- 
наго опроверженя кажущихся противорічій, заключающихся въ 
зтихь утвержденіяхъ. К 

Это-же и составляетъ причину, по которой я въ предлагаемомъ 
сочиненіи занимаюсь исключительно разсмотрЪнемъ парадоксовъ 
безконечнаго. Прежде всего необходимо выяснить, какое собственно 
понятіе мы разумћемъ подь словомъ «безконечное»; иначе окажется 
для насъ невозможнымъ обнаружить, что противорічія, заключаю- 
щіяся въ этихъ математическихъ парадоксахъ, представляются лишь 
кажущимися. Поэтому-то мы и начинаемъ съ опредбленія понятія 
безконечнаго. 


$ 2. 

Само названіе показываетъ, что безконечное противостав- 
ляется всему конечному. То обстоятельство, что мы выводимъ 
названіе безконечнаго изъ названія конечнаго, указываетъ намъ 
сверхъ того, что мы представляемъ себф понятіе безконечнаго 
происходящимъ изъ понятія конечнаго, всл'ібдствіє присоединенія къ 
нему новой составной части (такой частью является уже и понятіе 
о простомъ отрицаніи). Что оба эти понятія относятся къ мно- 
гообразіямъ, къ количествамъ (т. е. къ многообразіямъ 
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единиць), а потому и къ величинамъ, этого нельзя отрицать 
уже по той причин%, что именно въ математикф, т. е, въ наукЪ 
о величинахъ, мы и говоримъ чаще всего о безконечномъ, разсма- 
тривая конечныя и безконечныя множества и дЪфлая предметомъ 
нашего изслдованія и даже вычисленя, наряду съ конечными, 
не только безконечно большія, но даже и безконечно 
малыя величины. Не дЪлая еще предположенія, что оба эти поня- 
тія--конечнаго и безконечнаго—примЪняются всегда только къ та- 
кимъ вещамъ, въ которыхъ въ какомь-либо смыслЪ могуть быть 
обнаружены величина и множество, мы въ праві надбяться, 
что боліе точное изслфдоване вопроса, при какихь обстоятельствахъ 
мы считаемъ многообраз!е конечнымъ или безконечнымъ, дасть намъ 
возможность опредблить, что такое безконечность вообще. 


9695 


Съ этой цфлью мы должны однако обратиться къ одному изъ 
простьйшихъ понят нашего ума, имћя въ виду установить значе- 
не термина, который будемъ употреблять для обозначенія этого по- 
нятія. Мы говоримъ о понятіи, лежащемъ въ основі союза и. Для 
того, чтобы сдфлать это понятіе настолько яснымъ, насколько этого 
во множеств случаевъ требуютъ математика и философия, я думаю, 
лучше всего выразить его слбдующими словами: совокупность 
изв 5 стныхъ вещей или цЪлое, состоящее изъ изв ст- 
ныхъ частей. При этомъ мы должны установить, что эти слова 
принимаются въ томъ широкомь значеніи, что во всЪхъ предложе- 
ніяхъ, гдЪ употребляется союзъ и, предметь рЪчи есть извЪст- 
ная совокупность предметовъ, цілое, состоящее изъ 
извбстньхь частей. НапримЪръ: 1) солнце, земля и луна 
находятся во взаимодійствіи; 2) роза и понят!е о роз —двъЪ 
различныя вещи; 3) имена Сократъ и сынъ Софрониска 
обозначаютъ одно и то же лицо. Въ первомъ прим%р% это цілое 
составляютъ солнце, земля и луна, и объ этомъ ціломь высказы- 
вается мысль, что части его находятся во взаиймодійствіи. Во вто- 
ромь примрБ это совокупность двухь вещей: розы и понятія о 
ней, при чемъ высказывается сужденіе, что это двЪ совершенно раз- 
личныя вещи и т. д. Этихъ немногихъ словъ уже будетъ достаточно 
для установленія соглашенія относительно понятія, о которомъ идеть 
річь, если мы при этомъ еще, конечно, прибавимь, что любая вещь 
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А съ любыми вещами В, С, 0... можетъ составить совокупность 
вещей, или еще, говоря точнЪе, сама по себЪ составляетъ совокуп- 
ность, о которой можно высказать много болфе или менфе важныхъ 
истинъ, постольку, поскольку представленія 4, В, С, О.... въ 
дЪйствительности соотвЪтствують различнымъ предметамь, т. е. 
поскольку ложно каждое изъ слфдующихъ предложеній: 4 есть 
то же, что В; А есть то же, что С; В есть то же, что С ит. д. 
Если бы, напримЪръ, 4 было то-же самое, что В, то конечно было бы 
нелбпьмь говорить о совокупности вещей А и В. 


$ 4. 


Существуютъ совокупности, которыя, хотя и заключають тб 
же части 4, В, С, )..., но являются различными (мы назо- 
вемъ ихъ существенно различными) въ зависимости отъ точки зрЪ- 
нія (понятія), съ которой мы ихъ разсматриваемъ, напримЪръ, цЪ- 
лый и разбитый въ куски стакань, разсматриваемые, какъ сосуды 
для питья. То, что лежить въ основаніи различя такихъ совокуп- 
ностей, мы называемь способомъ соединен! я или располо- 
женія ихъ частей. Совокупность, опредфляемую такимь понятіемъ, 
при которомъ расположеніе частей безразлично (въ которой, сл%- 
довательно, не происходить никакихъ существенныхъ изміненій, 
если мЪняется только расположеніе частей), —такую совокупность 
я называю многообразіемъ; а такое многообразіе, всЪ части 
котораго будуть разсматриваться, какь единицы извЪстнаго рода 
А, т. е. какъ предметы, содержащееся въ понятіи 4, называется 
множествомъ предметовъ А. 


$ 5. 


ИзвЪстно, что существуютъ совокупности, части которыхъ 
являются также составными, т. е. представляють изъ себя опять 
совокупности. Между ними есть также совокупности, которыя мы 
разсматриваємь съ такой точки зрінія, что въ нихъ не произой- 
деть существеннаго изм%ненія, если мы станемъ разсматривать ча- 
сти частей, какъ части цілаго. Этого рода совокупности я назову 
терминомь, заимствованнымъ у математиковъ, —суммами. ДЕй- 
ствительно, понятіе суммы и состоитъ въ томь, что 


дова Суна 
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$ 6. 

Если мы. разсматриваємь предметъ, какъ принадлежащй къ 
такому роду вещей, что любыя двЪ изъ нихь Ми М не могуть 
никогда им%ть другого отношенія между собой, какъ то,.что онЪ или 
равны между собой, или одна изъ нихъ представляетъ сумму, содер- 
жащую часть, равную другой, т. е. что или М= М или М= М-у 
или №М=М- в; причемъ для составныхъ частей у и у имћетъ 
мЪсто то же самое, т. е., что онЪ или равны между собой, или одна 
изъ нихъ можетъ быть разсматриваема, какь часть другой, то зтоть 
предметъ мы разсматриваемъ, какь величину. 


$ 7. 
Если данная совокупность предметовъ 4, В, С, О, Е, Ё.... 
І, М, М.... обладаетъ такимъ свойствомь, что для каждой части М 


можно указать одну и только одну часть А’ такого рода. что мы 
можемъ опредблить помощью закона, одинаковаго для всЪхъ частей 
совокупности, —или № его отношеніемъ къ М, или М его отноше- 
ніемъ къ №, — то такое собраніе я называю рядомъ, а части его 
членами этого ряда. Законь, по которому или № опредЪляется 
отношенемъ къ М, или М отношенемъ къ М, законъ этотъ на- 
зывается закономъ составлен!я ряда. Одинъ изъ членовъ 
ряда, притомъ какой угодно, я назову предыдущимъ, другой— 
посл5дующимъ (не обозначая этимъ названіемъ дЪйствительной 
послібдовательности во времени или пространствЪ). Я назову вну- 
треннимъ членомъ ряда каждый члень М, который им%етъ 
предьдущій членъ и послідующій, т. е. не только самъ получается 
изъ другого члена, но и отъ котораго тоже получается третій членъ, 
по закону составленія этого ряда. Отсюда уже само собой ясно, ка- 
ке члены я назову внЪшними, въ случаЪ, если только они су- 
ществуютъ, какой членъ я назову первымъ или посліднимь"). 


5 8. 


Представимъ себЪ рядъ, первый членъ котораго есть еди- 
ница рода 4, а каждый послбдующій членъ составляется изъ сво- 
его предыдущаго такимъ образомъ, что, взявъ предметъ, ему рав- 


ж) Дальн®йшія разъясненія этихъ и нБкоторыхъ изъ установленныхъ 
въ предыдущихъ $$ понятій слЪдуетъ искать въ «\МіѕѕепѕсһаќёѕІеһге». 
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ный, соединяютъ его съ новой единицей рода 4, образуя изъ нихь 
сумму. Тогда всЪ входящіе въ этотъ рядъ члены, за исключеніемъ 
перваго, который представляетъ простую единицу рода 4, бу- 
дутъ количествами. Они будутъ представлять именно тЪ количества, 
которыя я называю конечными или исчислимыми коли- 
чествами или даже — со включенемъ перваго члена — числами, 
болЪе опредбленно: цълыми числами. 


5 9. 


Смотря по различнымъ свойствамь понятія, которое мы здЪсь 
обозначаємь черезъ 4, оно можетъ заключать въ себЪ то большее, 
то меньшее количество предметовъ, т. е. единиць рода 4; поэтому 
въ вышеупомянутомъ ряд можетъ быть и большее и меньшее ко- 
личество членовь. Ихъ можетъ быть также столько, что рядъ, ко- 
торый должень исчерпать всЪ эти единицы, не будеть имібть по- 
слЪдняго члена, какъ это мы покажемъ обстоятельнЪе впослід- 
ствіи. Установивъ это, я буду называть безконечным ъ коли- 
чествомъ количество большее, чфмъ каждое конечное, т. е. ко- 
личество такого рода, что каждое конечное многообразе представ- 
ляетъ только часть его. > 


$ 10. 


Со мной, я надіюсь, согласятся въ томь, что приведенное 
здбсь опредђленіе обоихъ понятій, конечнаго и безконеч- 
наго количества, устанавливаєть различе между ними такь, какъ 
его представляли себЪ тЪ, кто употреблялъ эти выраженія въ стро- 
гомъ смьслі слова. Со мною согласятся и въ томъ, что въ этихъ 
опредбленіяхь нЪтъ ложнаго круга. Теперь для насъ является важ- 
нымъ только то, сможемъ-ли мы при посредствЪ опредбленія одного 
только безконечнаго количества дать опредбленіє безконеч- 
ности вообще. Это было-бы такъ, если-бы оказалось, что понятіе 
безконечнаго въ настоящемъ значеній слова можеть быть примънено 
только къ количествамъ, т. е., что безконечность есть свойство 
только однихъ количествъ; иначе говоря, что мы, называя нЪчто 
безконечнымъ, постольку даємь ему это назване, поскольку 
мы въ немъ находимъ свойство, которое можно разсматривать, какъ 
безконечное количество. А это, по моему мнінію, дЪйствительно 
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справедливо. Математикь, очевидно, не употребляетъ никогда этого 
слова въ другомъ смыслЪ, такъ какъ онъ вообще занимается почти 
исключительно опредЪленіемъ величинь, принимая одну изъ нихъ, 
того-же рода, за единицу и пользуясь понятіемъ о числЪ. Если онъ 
находитъ величину, которая больше, чЪмъ любое число тіхь, кото- 
рыя приняты за единицу, то онъ называеть ее безконечно 
большой. Если-же онъ находитъ величину столь малую, что каж- 
дое кратное ея оказывается меньше единицы, то онъ называетъ ее 
безконечно малой. КромЪ этихъ двухъ родовъ безконечнаго и 
кром5 выводимыхъ изъ нихъ родовъ безконечно большихъ и безко- 
нечно малыхъ величинъ высшаго порядка, которыя выте- 
кають всЪ изъ того-же понятія, не существуетъ для него ничего 
безконечнаго. 


$ 11. 


Это, столь извЪстное математикамъ, понятіе о безконечномъ 
не удовлетворяєть однако нЪкоторыхъ философовъ, особенно фило- 
софовь новбйшаго времени, какъ Гегеля, и его послЪдователей. 
Они называютъ его презрительно плохимъ безконечнымъ и думаютъ, 
что знаютъ несравненно болЪе высокое, истинное, качественное 
безконечное, которое они находятъ только въ Бог% и вообще 
въ абсолютЪ. Если они, какъ Гегель, Эрдманъ и другіе, 
представляють себЪ математическую безконечность только, какъ ве- 
личину, которая изм Ъняется и не имбеть границъ въ своемъ 
возрастаніи (что принимается нЪкоторыми математиками, какъ мы 
вскорЪ увидимь, за опредбленіе этого понятія), —то я охотно при- 
соединяюсь къ нимъ въ отрицательномъ отношеній къ этому поня- 
тю о величинЪ, которая только безконечно возрастаетъ, но 
никогда не достигаетъ безконечности. ДЪИствительная 
безконечная величина, напримфръ, длина цілой прямой, 
неограниченной съ оббихь сторонъ (т. е. величина протяженія, за- 
ключающаго всЪ точки, которья опредБляются только выражаемымъ 
въ понятіяхь отношенемъ къ двумъ даннымъ точкамъ), не должна 
быть перемЪнной, чего и нбть на самомъ дЪлЪ въ приведенномъ 
здьсь примЪрЪ. Величина, которая можетъ быть всегда взята боль- 
шей, чБмь мы ее брали раньше, и которая можетъ стать больше, 
чЪмъ каждая данная (конечная) величина, можетъ при этомъ оста- 
ваться всегда просто конечной величиной, что вірно, напримЪръ, 
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для каждой числовой величины 1, 2, 3, 4...*). Я не допускаю 
только того, чтобы философу извЪстенъ былъ какой либо предметъ, 
которому онъ былъ-бы, въ правЪ приписать свою безконечность, 
какъ качество, не обнаруживъ раньше въ этомъ предметЪ, въ ка- 
комь-либо отношени, безконечной величины или безконечнаго коли- 
чества. Если я могу доказать, что даже говоря о БогЪ, котораго 
мы разсматриваемъ, какъ всесовершенно единое, можно указать та- 
кія точки зрінія, съ которыхъ мы видимъ въ немъ безконечное ко- 
личество, и что эти-то точки зрінія и позволяютъ приписывать 
ему безконечность, то врядъ-ли нужно будетъ доказывать дальше, 
что подобныя соображеня лежать также въ основЪ всЪхъ осталь- 
ныхъ случаевъ, гдЪ правильно употребляется понятіе о безконеч- 
ности. Я же говорю: мы называемъ Бога безконечнымъ, потому что 
мы должны признать, что онъ владбеть силами боле, чЪмъ одного 
рода, имБющими безконечную величину. Такъ мы должны приписать 
ему силу познанія, которая и есть истинное всевЪд%ніе, т. е. обнимаєть 
безконечное множество истинъ, а именно всЪ истины, и т. д. Что 
же это за понятіе объ истинно безконечномъ, которое намъ хотятъ 
навязать вмЪсто того, которое мы здісь установили? Это должно 
быть Все, заключающее въ себЪ каждое нЪчто, абсолютное Все, вні 
котораго нЪтъ ничего. Согласно такому объясненю это была-бы 
безконечность, заключающая въ себЪ и по нашему опреділенію без- 
конечно многое. Это была-бы совокупность не только всЪхъ дЪй- 
ствительныхъ вещей, но также и всего того, что не имЪетъ ника- 
кой дЪйствительности, совокупность предложеній и истинъ въ себћ. 
Итакь, не принимая даже въ разсчеть всЪхъ остальныхъ ошибокъ, 
которыя вплетены въ это ученіе о понятій «все», мы не имбемь 
никакого основанія отказываться отъ нашего пониманя безконеч- 
ности и принимать ученіе нашихъ противниковъ. 


$ 12. 


Я должень, однако, признать неправильными и отвергнуть 
также нЪкоторыя другія опредбленія безконечнаго, которыя были 
предложень даже математиками, полагавшими при томь, что зти опре- 


ж) Мысль автора заключается, повидимому, въ том», что перем%н- 
ная величина, принимающая сколь угодно болышя значенія, не есть. 
ИСТИННО безконечная величина, потому что каждое значене ея конечно. 
Прим. ред. 
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дбленія представляють только составныя части одного и того же 
понятія, 

1. Въ самомь діл, какъ я уже упоминаль, нЬкоторье мате- 
матики, въ томъ числЪ даже СаисНу (въ своемъ «Соці5 Фанайузе» 
и н5которыхъ другихъ сочиненяхъ), авторъ статьи «безконеч- 
ное» въ словарь Клюгеля (К! ре!) считали, что дають опре- 
дЪлене безконечнаго, описывая его, какь перемнную величину, ко- 
торая возрастаетъ безгранично и можеть сдЪлаться больше вся- 
кой данной величины, какъ-бы велика она ни была: 
Граница этого безграничнаго возрастаня должна быть безко- 
нечно большой величиной. Такъ, тангенсъ прямого угла, 
разсматриваємьй, какъ величина непрерывная, безграничная, не 
имЪющая конца, является въ собственномъ смысл слова 
безконечнымъ. Ошибочность этого опредбленія ясно видна уже 
изъ того, что то, что математики назьвають перемЪнной ве- 
личиной, на самомъ ділі не есть величина, а только понятіе, 
представленіе о величинЪ, и при томъ такое представленіе, 
которое заключаетъ въ себЪ не одну величину, а безконечное мно- 
жество различающихся по своимъ значеніямъ величинь, то есть 
величинь, которыя отличаются другъ отъ друга по своей величин 
(Сгоѕѕһћеі). Называютъ безконечнымъ не различныя значенія при- 
веденнаго здЪсь для примБра выраженія /апо. ф при различныхъ 
значеніяхъ ф, а только то единственное значеніе, о которомъ ду- 
мають, хотя въ данномъ случа и неправильно, что это выраженіе 


принимаетъ его для значенія ф =>. ПротиворЪчиво также говорить 


о границі безграничнаго возрастаня и, при опредбленіи безконечно 
малаго, о границі безграничнаго убьванія. Если мы считаемъ пер- 
вую опредбленіємь безконечно большого, то по аналоги слібдовало-бь 
считать нуль (ничто) опредбленіємь безконечно малаго, что, однако, 
несомн'ьнно неправильно, и чего не позволяють себЪ говорить ни 
СайсПпу, ни Сгипегі. 

2. Если вышеприведенное опредЪлене слишкомь широко, то 
опредбленіе, принятое Спинозой (Зріпога) и многими другими фило- 
софами и математиками, напротивъ того, слишкомъ узко. Это опре- 
дЪленіе состоитъ въ томь, что только то безконечно, что 
не способно къ дальнфйшему увеличенію, или— къ 
чему не можетъ быть ничто прибавлено (приложено). Математикъ 


Һір://гсіп.ого.р! 


1; 

позволяетъ себЪ прибавлять къ каждой величині, также и къ без- 
конечно большой, еще другія величины, и не только конечныя, но 
даже и безконечныя; онъ даже повторяетъ безконечную величину 
безконечное число разъ и т. д. Если нікоторье и спорятъ еще о 
томъ, законно-ли это, то какой математикъ — если только онъ не 
отрицаетъ все безконечное— откажется признать, что длина прямой, 
ограниченной съ одной стороны, но простирающейся въ безконеч- 
ность съ другой, безконечна, и можетъ быть, несмотря на это, уве- 
личена прибавленіями сь первой стороны. 


3. Мы не можемъ признать болЪе удовлетворительнымъ также 
опредбленіе, предлагаемое тЪми, которые, придерживаясь точно зна- 
ченія составныхъ частей слова, говорять, что безконечное есть то, 
что не имбеть конца. Если-бы при этомъ они имЪли въ виду 
только конець во времени, т. е. прекращеніе, то только вещи, суще- 
ствующія во времени, могли-бы называться конечными или безконеч- 
ными. Но вЪдь мы спрашиваемъ также о вещахъ, которыя существують 
не во времени, напримЪръ, о линіяхь и вообще о величинахъ, конеч- 
ны-ли онЪ или безконечнь? Если-же они понимаютъ это слово въ бо- 
ле широкомъ смыслЪ, напримъръ, въ смыслЪ границы вообще, то 
я напомню, во-первыхъ, что существуютъ предметы, для которьхь 
нельзя надлежащимъ образомъ доказать, что они имЪютъ границу, 
если не придавать этому слову въ высшей степени неопредЪленнаго 
и сбивчиваго значенія; а между тЪмъ никто не причислить ихъ къ 
безконечнымъ. Такь, напримъръ, каждая простая часть времени или 
пространства (точка во времени или пространствЪ) не имбеть гра- 
ниць, а, напротивъ того, разсматриваєтся сама, какъ граница (про- 
межутка времени или линіи), даже опредбляєтся многими именно 
такь, какь будто-бь зто и составляло ея сущность; но, однако, не 
пришло еще въ голову никому (даже Гегелю) увидіть безконеч- 
ность въ простой точкЪ. Точно также математикь не знаетъ гра- 
ницы окружности и столь многихъ другихъ замкнутыхъ линій и 
поверхностей, считаєть ихъ однако предметами конечными (если 
только онъ не имЪетъ въ виду безконечнаго множества точекъ, за- 
ключающихся въ нихъ, хотя съ этой точки зрінія онъ долженъ 
признать нівчто безконечное въ каждой ограниченной лини). Я за- 
мЪчу, во-вторыхъ, что существуетъ много предметовъ, безспорно 
ограниченньхь, но разсматриваемыхъ, какъ величины безконечныя. 
Это имбеть місто не только для ранфе упомянутой прямой, которая 


Һір://гсіп.ого.р! 


16 


только съ одной стороны простирается въ безконечность, но также для 
площади, ограниченной двумя безконечными параллельными прямыми 
или двумя простирающимися въ безконечность сторонами угла, на- 
черченнаго на плоскости и т. д. Точно также, въ раціональной пси- 
хологій мы назовемъ безконечно большой познавательную силу въ 
томъ случаЪ, когда, не будучи всеобъемлющей, она можеть обозрЪ- 
вать только какое-либо безконечное множество истинъ, наприм%ръ, 
только безконечный рядъ десятичныхъ знаковъ, заключающихся въ 
единственной величині у 2: 

4. Самое обыкновенное опредЪлене таково: безконечно боль- 
шимъ называется то, что больше всякой данной величины. ЗдЪсь 
приходится прежде всего опредблить точне, что подразумЪваютъ 
подь СЛОВОМЪ «данный». Означаетъ-ли оно нЪчто возможное, 
т. е. то, что можетъ существовать въ дійствительности или 
лишь то, что не содержитъ въ себф противорЪч!я? Въ пер- 
вомъ случаб понятіе конечнаго ограничиваютъ только разря- 
домъ предметовь, принадлежащихъ къ реальностямь, т. е. та- 
кихь, которье всегда реальнь или бьли когда то, или еще только 
стануть реальными, или, по крайней мърЂ, могли-бы когда либо 
стать реальными. Егіеѕ (№аёигрһіоѕорһіе, $ 47), какь кажется, 
и понимаетъ безконечность именно въ этомъ смыслЪ, называя ее 
неосуществимой. Въ разговорномъ языкъ, однако, прим%ня- 
ется понятіе конечнаго, также, какъ и безконечнаго, въ обоихъ слу- 
чаяхъ: и къ предметамъ, которымъ присуща дЪйствительность, какъ, 
наприм%ръ, къ Богу, и къ другимъ предметамъ, о существованіи ко- 
торыхъ не можетъ быть и р%чи, каковы, напримъръ, простыя пред- 
ложенія и истины сами въ себ, вмЪстЪ со своими составными ча- 
стями, представленіями въ себЪ; при этомъ мы допускаемъ, какъ 
конечныя, такъ и безконечныя множества ихъ. Если-же понимать 
подъ даннымъ все то, что только не содержитъ внутрен- 
няго противор'чія, то уже въ самое опредћленіе понятія вно- 
сится утвержденіе, что безконечное не существуетъ, потому что ве. 
личина, большая, чЪмъ каждая величина, не заключающая въ себЪ 
внутренняго противорічія, должна бы быть больше самой себя, что, 
очевидно, неліьпо. Но есть еще третье значеніе, въ которомъ можно 
принимать слово данный, а именно, если мы подъ этимъ словомъ 
подразумЪваемъ все, что намъ можетъ быть только дано 
т. е. что можеть сдблаться предметомь нашего опыта. Но я 
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обращаюсь съ вопросомъ къ каждому, не понимаетъ-ли онъ выра- 
женій «конечное» и «безконечное» именно такъ (и, если толь- 
ко употребленіе ихъ должно быть полезно въ наук%, то не долженъ- 
ли онъ ихъ понимать непрем$нно въ этомъ смысл%), что эти выра- 
женя относятся во всякомъ случаф къ извЪстнымъ внутреннимъ 
свойствамъ предметовъ, а никоимъ образомъ не касаются только 
отношеній ихъ къ нашей познавательной способности, даже 
къ нашимъ чувствамъ (въ томъ смыслЪ, можемъ-ли мы или не мо- 
жемъ производить надъ ними опытовъ). СлЪдовательно, вопросъ 
о томъ, конечно-ли что-нибудь или безконечно, не можеть зависЪть 
отъ того, имбеть-ли предметь, о которомъ идеть рЪчь, такую ве- 
личину, которую мы можемъ воспринимать (напримЪръ, отъ того, 
можемъ-ли мы его обозрівать или нбть). 


813. 


Какъ только мы пришли къ соглашенію, какое понятіе мы 
должны связывать со словомъ безконечный, и какъ только мы 
уяснили себЪ вполнБ составныя части этого понятія, то ближай- 
шимь вопросомь является сл'ібдующій: обладаєть ли это понятіе 
предметностью, то есть существуютъ-ли предметы, къ кото- 
рымъ оно примфнимо, многообразія, которыя мы можемъ назвать 
безконечными въ установленномъ нами значеніи. На этотъ вопросъ 
я смбло отвбчаю утвердительно самымъ рбшительньмь обра- 
зомъ. Уже въ ряду тъхъ предметовь, которые не им%- 
ють никакихъ притязаній на дЪйствительность и 
даже на возможность, безспорно существуютъ многообразия 
безконечныя. Очень легко замЪтить, что многообразіе предло- 
женій и истинъ самихъ въ себ Ъ —безконечно. Если мы ста- 
немъ, наприм'брь, разсматривать какую нибудь истину, скажемъ, пред- 
ложене, что истины вообще существуютъ, или любую другую истину, 
которую мы обозначимъ черезъ А, то мы увидимъ, что предложеніе, 
выраженное словами «4 истинно», уже отлично отъ А, потому что 
предложеніе А имЪетъ, очевидно, совершенно другое подлежащее, а 
именно: подлежащимъ второго предложенія будетъ все первое предло- 
жеше 4. ДалЪе, по тому самому закону, по которому мы вывели изъ 
предложенія 4 отличное отъ него предложеніе, которое мы назовемъ В, 
мы можемъ вывести изъ В третье предложеніе С, и такъ далЪе 


безъ конца. Совокупность всЪхъ этихъ предложен, изъ которыхъ 
2 
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каждое посльдующее находится къ непосредственно предыдущему 
въ только что указанномъ отношеніи, а именно, что подлежащимъ 
послЪдующаго предложенія является предыдущее предложен, о ко- 
тором» высказывается, что оно истинно, совокупность эта— утверждаю 
я - обнимаетъ такое многообразие частей (предложен), которое больше, 
чЪмъ всякое конечное многообразе. Ибо читатель замЪтитъ безъ 
указаній съ моей стороны сходство, которое имбеть рядь предло- 
женій, составленныхъ по только что приведенному закону образо- 
ванія, съ рядомъ чиселъ, разсмотрннымъ въ $ 8. Сходство 
это состоитъ именно въ томъ, что къ каждому члену послідняго 
ряда найдется соотвЪтствующ въ первомъ ряду, что, слЪдователь- 
но, для каждаго числа, какъ-бы велико оно ни было, найдется рав- 
ное ему число различныхъ предложенй, и что мы можемъ всегда 
составить новыя предложеня, или, лучше сказать, что существуютъ 
сами по себЪ подобныя предложенйя, независимо отъ того, будемъ-ли 
мы ихъ составлять или ніть. Отсюда слідуеть, что совокупность 
всЪхъ этихъ предложен имбеть множественность, которая больше 
всякаго числа и, сл%довательно, безконечна. 


$ 14. 


Какъ ни просто и какъ ни ясно только что приведенное до- 
казательство, однако есть много ученыхъ и очень остроумныхъ лю- 
дей, которые считаютъ парадоксальнымъ и даже ложнымъ то пред- 
ложеніе, которое я считаю здЪсь доказаннымъ. Они отрицаютъ 
существованіе чего-либо безконечнаго. Они утвер- 
ждаютъ, что не только среди реальньхь, но и среди остальныхъ 
предметовь н%тъ ни отдіьльнаго предмета, ни совокупности нЪсколь- 
кихъ предметовъ, въ которыхъ можно было-бы допустить налич- 
ность безконечнаго множества частей. Мы разсмотримъ позже воз- 
раженія, которыя они приводять противь безконечнаго въ области 
ДЪЙйствительнаго, такъ какъ мы только позже приведемъ основа- 
нія существованія такой безконечности. ЗдЪсь-же мы разсмотримъ 
только тЪ положенія, которыми пользуются для доказательства того, 
что ніфть безконечнаго нигдЪ, даже и въ области предметовъ, не 
имфющихъ притязаній быть дійствительньми. 1. «Безконечнаго 
множества», какъ говорять наши противники, «не можетъ быть нигдб 
«уже потому, что безконечное не мо жетъ быть соединено въ 
«одно цфлое, не можетъ быть объято ц%фликомъ въ 
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«мысли». Это утвержденіе я долженъ назвать попросту ошибочнымъ. 
Ошибка вьтекаєть изъ ложнаго уб%жденія, что для того, чтобы 
вообразить себЪ цЪлое, состоящее изъ извЪфстныхъ предметовъ 
а ие нужно сперва составить себБ представленіе о 
каждомъ отдфльномъ предмет. На самомь дЪлЪ это совершенно 
невбрно. Я могу вообразить себЪ множество или совокупность всЪхъ 
жителей Праги или Пекина или, если ужъ такъ предпочитаютъ, 
цЪлое населеніе этихъ городовъ, не представляя себЪ каждаго изъ 
жителей въ отдфльности, т. е. не составляя отдъльныхъ представле- 
ній о каждомъ. Я это и дфлаю въ данную минуту, говоря объ этомъ 
множествб и высказывая, наприм%ръ, сужденіе, что количество это 
въ Праг колеблется между 100000 и 120000. Какъ только мы 
имфемъ представленіе А, которое соотвЪтствуетъ каждому изъ пред- 
метовъ а, Ё, с, 4.... и не соотвЪтствуетъ ничему другому, то намъ 
очень легко составить представлене о совокупности всЪхъ 
этихъ предметовъ. Для этого не нужно ничего другого, какъ только 
связать понятіе, заключенное въ словб совокупность съ пред- 
ставленіемъ 4 такимъ образомъ, какъ это указываютъ слова: со- 
вокупность всЪхъ А. Одно это замічаніе, правильность ко- 
тораго, я думаю, очевидна каждому, уничтожаєть всі трудности, 
которья хотять усмотріть въ поняти о многообразіи, состоящемъ 
изъ безконечнаго числа частей. Для этого нужно только, чтобы 
было на лицо родовое понятіе, заключающее въ себЪ вс эти части 

заключающее ничего другого, какъ это, напримъръ, имбеть 
мсто въ понятіи «совокупность всЪхъ предложеній или истинъ въ 
«себЪ», въ которомъ необходимымъ родовымъ понятіемъ является 
«предложене или истина въ себб». 


Я, однако, не могу оставить незатронутой еще другую ошиб- 
ку, которая таится въ обсуждаемомъ возражении. 

А именно зто--мнініе, которое гласить, что «многообразие не 
существовало-бь, если-бы не было кого либо, кто бы думалъ о 
немъ. Утверждающій это--если только онъ желаетъ быть послЪ- 
довательнымъ настолько, насколько это возможно, защищая оши- 
бочное положеніе--должень не только утверждать, что нЪтъ без- 
конечныхъ многообразій предложеній или истинъ въ себЪ, но 
должень также утверждать, что нЪтъ вообще ни предложен, 
ни истинъ въ себЪ. ДЪйствительно, если мы уяснили себЪф вполнЪ 
понятіе о предложеняхъ и истинахъ въ себб и если мы не сомн%- 
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ваемся нисколько въ ихъ существовании, то врядъ-ли мы дойдемъ 
до подобныхъ утвержденій и уже во всякомъ случа не будемъ на 
нихъ настаивать. Чтобы сдблать это вполнЪ очевиднымъ, я позволю 
себЪ предложить одинъ вопросъ: находятся-ли на полюсахъ земли 
тБла жидкія и твердыя, воздухь, вода, камни и т. п., дбйствують- 
ли эти тбла по извЪстнымъ законамъ другъ на друга, напримЪръ, 
такь, что скорости, которыя они передають другь другу при ударЪ, 
находятся въ отношеній обратномъ къ ихъ массамъ, и т. п., и 
происходитъ-ли это и тогда, когда этого не наблюдаєть ни одинъ 
человЪкъ, ни вообще ни одно мыслящее существо? Если на этотъ 
вопросъ послідуеть утвердительный отв$тъ (а кто-же могъ бы 
отвЪтить иначе?), то имбются предложенія и истины въ себЪ, ко- 
торыя выражаютъ всЪ эти явленія, несмотря на то, что никто 
не думаєть и не знаетъ о нихъ. Въ этихъ-же предложеніяхь часто 
говорится о цфломъ, о множествЪ, потому что каждое тіло есть 
вЪдь ціьлое и производить многія изъ своихъ дЪйств только бла- 
годаря множеству своихъ составныхъ частей. Существують, слЪдова- 
тельно, множества и цфлыя независимо отъ того, имЪется-ли суще- 
ство, которое-бы о нихъ думало. А если бы этого не было, если бы 
даже эти множества не существовали, то какимъ образомъ могли-бы 
быть правильными сужденія, которыя мы о нихь высказываемъ? Или, 
больше того, какой былъ-бы смыслъ этихъ сужденй, если бы они 
были истинными лишь постольку, поскольку есть кто-то, воспри- 
нимающ эти явленя? Когда я говорю: «Эта глыба оторвалась на 
«моихъ глазахь отъ той скалы и упала внизь, разсЪкая воздухъ», 
то это должно было-бы имЪть приблизительно слБдующій смыслъ: 
въ то время, какъ я представляль себЪ мысленно извЪстныя про- 
стыя существа тамъ наверху, произошло соединене ихь, которое я 
назову глыбой; это соединеніе отдблилось отъ другихъ соединен, 
которыя, въ то время, какъ я соединялъ ихъ мысленно, объедини- 
лись въ одно цілое, которое я называю скалой и т. д. 


2. Можно было-бы, однако, сказать: «при всемъ томъ остается 
«все-же справедливымъ тотъ факть, что исключительно отъ наст, 
«и по большей части, вполнь отъ нашего произвола зависитъ 
«то, захотимъ-ли мы соединить н%сколько простьхь предметовъ 
«въ одну совокупность или н%тъ, и что только въ случаЪ, когда 
«мы это дблаємь, между ними возникаютъ извЪстныя отношений. 
«Центральный атомъ пуговицы на моемъ сюртукБ и централь- 
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«ный атомъ того яблока на башн не имфютъ ни малЪйшаго 
«отношенія другь къ другу и другъ съ другомь ничЪмъ не связаны, 
«и только благодаря тому, что я думаю о нихъ одновременно, воз- 
«никаетъ нЪкоторый родъ связи между ними».--Но я долженъ выска- 
заться и противь этого. Еще до того, какь мыслящее существо 
связало оба атома въ своемь представленій, они уже находились 
во взаимодЪйстви, напримЪръ, въ силу притяженія и т. п.; и если-бы 
только это мыслящее существо не предприняло подь вліяніемъ сво- 
ихъ мыслей никакихъ д®Йствій, которыя повляли-бы на отношенія 
между обоими атомами, то было бы совершенно невірно утверж- 
дать, что только благодаря тому, что ихъ мыслятъ вмЪстЪ, между 
ними возникли отношенія, которыхъ безъ этого не было-бы; непра- 
вильно также утверждать, что эти отношеня не существовали между 
ними и раньше. Если я сужу правильно, что одинъ атомъ нахо- 
дится ниже, а другой выше, и что, слЪдовательно, этотъ притяги- 
вается тъмъ нЪсколько вверхъ и т. д., то все это имЪетъ місто и 
въ томъ случаЪ, когда я и не думаю объ этомъ. 


3. НЪкоторые говорять: «Для того, чтобы существовала сово- 
«купность, ність надобности въ томъ, чтобы мыслящее существо 
«дБиИствительно думало о ней, но необходимо, чтобы о 
«ней можно было думать. А такь какь мыслящее существо не мо- 
«жетъ представить себЪ безконечное множество вещей, каждую въ 
«отдібльности, и связать затЪмъ эти представленя въ совокупность, 
«то невозможна и совокупность, заключающая въ себЪ безконечное 
«множество вещей въ качествЪ составныхъ частей». 

Мы уже видфли въ № 1, насколько ошибочно повторенное 
здіьсь предположеніе, что для того, чтобы мыслить о совокупности, 
необходимо мыслить вс ея части въ отдільности, т. е. мыслить 
каждую отдфльную часть при посредствЪ соотвЪтствующаго ей еди- 
ничнаго представленія. Не представляется намъ также никакой .на- 
добности въ томъ, чтобы указывать на всевбдущее существо, какъ 
на такое, котораго не затрудняетъ даже пониманіе безконечнаго 
множества предметовь, каждаго въ отдЪльности. Мы не должны со- 
глашаться даже и съ первымъ предположеніемъ, а именно съ тъмъ, 
что существованіе совокупности вещей покоится на возможности 
думать объ этой совокупности. Ибо возможность мыслить 
вещь никоимъ образомъ не составляетъ основанія для возможности 
ея существованія. Напротивъ того, возможность существованія вещи 
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составляетъ основан для того, чтобы разумное существо, если оно 
только не впадаєть въ ошибку, нашло эту вещь возможной 
или, какъ говорять (въ переносномъ смысл%), мыслимой, т. е. чтобы 
ее можно было мыслить. Мы убЪдимся вполні въ правильности 
этого замфчаня и въ полной несостоятельности, правда, очень рас- 
пространеннаго мнбнія, которое я здЪсь оспариваю, если постара- 
емся. уяснить себЪ составныя части весьма важнаго понят! «воз- 
«можности». Если называть возможнымъ то. что можетъ быть, 
то это, очевидно, еще не будеть разложеніе понятія о возможности, 
такъ какъ оно заключается еще ціликомь въ выраженіи «можеть 
«быть». Но еще неправильнфе было бы пытаться установить слЗдую- 
щее опредбленіе: возможно то, что можно мыслить. Мыслить, 
въ собственномъ значеніи этого слова, включая сюда уже и простое 
представленте, мы можемъ и невозможное. Это мы и дБлаемъ въ 
дЪйствительности каждый разъ, когда мы высказываемъ о немъ 
сужденіе, — признаємь его, напримфръ, невозможнымъ. Такь, мы го- 
воримь, что нбть и не можетъ быть величины, которая-бы выража- 
лась нулемъ или У Но даже если-бы мы разумбли подъ мы- 
шленіемъ не простое представленіе, а признаніе дійстви- 
тельнаго существованія, то ложнымъ является утвержденіе, 
что возможно все то, что мы можемъ считать истинньмь. В%дь мы 
считаемъ иногда ошибочно и невозможное истиннымъ, какъ, напри- 
мръ, то, что мы нашли квадратуру круга. Въ такомь случа%, слЪ- 
довало бы сказать (съ поправкой, которую я уже дфлалъ выше), 
что возможно то, о чемъ мыслящее существо, при условій правиль- 
ности сужденія, высказываетъ, что оно можеть случиться, т. е. воз- 
можно. Объясненіе, заключающее въ себЪ очевидный ложный кругъ! 
Итакь, мы вынуждены отказаться окончательно отъ отношенія 
къ мыслящему существу при объясненіи возможнаго и поискать 
другого признака. Иногда говорять, что возможно то, «что себЪ 
«не: противор $ читъ». Все, что содержитъ въ себЪ противорЪ- 
чіе, конечно, невозможно, такъ, напримфръ, сужденіе, что шаръ не 
есть шаръ. Но не все невозможное является именно такимь, что 
противорЪче содержится уже въ составныхъ частяхь, изъ кото- 
рыхъ составлено представлене. Невозможно, чтобы тіло, ограни- 
ченное семью плоскими гранями, имбло равныя грани, но въ дан- 
номъ случаЪ противор%чіе еще не обнаруживается сразу въ соедине- 
ній словь. СлФдовательно, мы должны расширить наше опредБлене. 
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Если-бы мы сказали, что невозможно все, что противорічить какой 
либо истинЪ, то этимъ мы-бы провозгласили невозможность всего, 
что не существуетъ, потому что сужденіе, что возможное есть, противо- 
рьчить истинЪ, что его нътъ. Въ такомъ случаЪ мы не допускали-бы 
никакой разницы между возможнымъ и истиннымъ, и даже необхо- 
димымъ, что мы дфлаемъ однако всЪ. Отсюда мы видимь, что об- 
ласть истинъ, которымъ противорічить невозможное, должна быть 
ограничена только извЪстнымъ родомь ихъ, и врядь-ли теперь отъ 
нась можеть ускользнуть, какого рода будуть эти истины. Это— 
истины, содержащія чистыя понятія. Что противорЪчитъ истинЪ, со- 
держащей чистыя понятія, то слбдуеть назвать невозможным ъ; 
возможно, слЪдовательно, то, что не противорЗчитъ никакой истин», 
содержащей чистыя понятія. Кто разь постигь, что это и есть пра- 
вильное опредБлене понятія возможности, тому врядь-ли прійдеть 
на умъ утверждать, что нічто возможно лишь тогда, когда оно мы- 
слимо, т. е. когда мыслящее существо, не ошибающееся въ своем» 
сужденіи, найдеть его возможнымъ. Это вбдь значило-бь: «Предло- 
«жене лишь тогда не противорЪчитъ истинЪф, содержащей чистыя 
«понятія, когда не противорЪчитъ никакой истинЪ, содержащей чис- 
«тыя понятія то, что существуетъ мыслящее существо, которое въ 
«согласіи съ истиной находить, что это предложене не прӧтивор%- 
«чить никакой истинЪ, содержащей чистыя понят». Кто-же не за- 
мбтить, какимъ лишнимъ, не относящимся къ дблу является здЪсь 
введеніе этого мыслящаго существа? Если же рЪшено, что возмож- 
ность создается не мышленіемъ, то гдЪ-же найдется основан 
для вывода о невозможности безконечнаго множества на основан 
мнимаго обстоятельства, что невозможно мыслить совм Ъстно 
безконечное множество вещей? 


$ 15. 


Я считаю теперь достаточно обоснованньмь и доказаннымъ 
мнініе, что существуютъ безконечныя множества, по крайней мър%, 
среди вещей не реальныхъ, что именно множество всъхъ истинъ 
въ себЪ безконечно. Подобно тому, какъ это было сдЪланы въ 
$ 13, мы прійдемъ къ заключен, что безконечно также множество 
всьхь чиселъ (такъ называемыхъ натуральныхъ или цільхь чи- 
селъ, сущность которыхъ мы опредЪлили въ $ 8). Но и это положе- 
не звучить парадоксально, и мы можемъ, собственно, считать 
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его первымъ среди парадоксовъ, появляющихся въ области 
математики, такъ какъ раньше разсмотрнный парадоксъ относится 
къ боле общей наукЪ, чБмь наука о величинах». 

«Если каждое число», можно сказать, «по самому понятію о 
«числі, есть лишь простое конечное множество, то какимъ образомъ 
«можетъ быть безконечнымъ множество всЪхъ чисель? Когда мы 
«разсматриваємь рядь натуральньхь чисель 


ро Б Бе 


«то мы зам'Бчаємь, что множество чисель, которое содержить этотъ 
«рядъ, начиная съ перваго (единицы), до какого-нибудь другого, на- 
«прим%ръ, до числа 6, выражается всегда этимъ послфднимъ чис- 
«ломъ. Поэтому множество всЪхъ чисель должно быть именно 
«такъ велико, какь послЪднее изъ нихъ и, слібдовательно, само 
«должно быть числомъ, а не безконечностью». 

Обманчивость этого вывода исчезаетъ тотчась-же, какъ только 
мы вспомнимъ, что во множествЪ всЪхъ чисель въ натуральномъ 
ряду нЪтъ послЪдняго числа, что такимъ образомъ понят о 
посл®днемъ (высшемъ) числ — понятіе безпредметное, потому что 
содержит противорічіе. Ибо, по закону образованія этого 
ряда, данномъ въ опредбленій его ($ 8), каждый членъ ряда имЪетъ 
послЬбдующій. Однимь этимъ замћчаніемъ разръшается уже этотъ 
парадоксъ. 


$ 16. 


Если множество чисель (и именно такъ называемыхъ цфлыхъ 
чисель) безконечно. то тъмъ боле безконечно множество ве- 
личинь (по опредъленію, приведенному въ $ 6 и въ «МіѕѕепѕсһаЁѕ- 
Іеһге» въ 5 87). Въ самомь ділі, по этому опредбленію не только 
вс числа будуть также и величинами, но имбется гораздо больше 


величинъ, чБмъ чисель, такъ какъ дроби 1, 1, 3, 1,...., а равно 
. . р Е) = 

и такъ называемыя ирраціональныя выраженія уз, у», 
 т,с,.... также обозначаютъ величины, По этому опредбленію 


ньть противор%чія въ томь, чтобы говорить о безконечно 
большихъ и безконечно малыхъ величинахь, если подъ 
безконечно большой величиной подразумбваєтся лишь такая 
величина, которая при разъ положенной въ основаніе единицЪ яв- 
ляется цБлымъ, по отношеню къ которому каждое конечное мно- 
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жество этихъ единицъ составляетъ только часть; а подъ безко- 
нечно малой величиной подразум%вается такая, по отношенію къ 
которой сама единица является цБлымъ, частью котораго будетъ каждое 
конечное множество этихъ величинъ. Множество всЪхъ чисель яв- 
ляется неоспоримымъ примфромъ безконечно большой величины. 
Я говорю: величины, а не безконечно большого числа, потому 
что, какъ мы уже замЪтили въ предыдущемъ параграфі, никакъ 
нельзя назвать числомъ это безконечно большое множество. Если- 
же величину, безконечно большую по сравненію съ другой 
величиной, взятой за единицу, мы примемъ за единицу и станемъ 
ею измрять ту величину, которую мы прежде принимали за еди- 
ницу, то эта послібдняя представится намъ безконечно малой. 


УА 


Время и пространство представляютъ въ высшей сте- 
пени важный родъ безконечно большихъ величинъ, которыя также 
еще не принадлежатъ къ области реальнаго, хотя и могутъ опре- 
дЪлять реальное. Ни» время, ни пространство не представляють 
ничего реальнаго, такъ какъ они не представляють изъ себя 
ни субстанцій, ни свойствъ субстанцій. Они выступаютъ 
только, какъ нЪчто опредъляющее для всЪхъ несовершённыхъ 
(ограниченныхъ, конечныхъ или, что сводится къ одному и тому-же, 
зависимыхъ, сотворенныхъ) субстанцій, а именно, каждая изъ 
послЪднихъ должна постоянно пребывать въ нЪкоторомъ времени и 
въ извстномъ пространств, такимъ образомъ, что каждая простая 
субстанція въ каждомъ пунктЪ времени, т. е. въ каждой простой 
части времени должна пребывать въ какой-нибудь простой части 
пространства, т. е. въ какой-нибудь его точкЪ. Множество про- 
стыхъ частей или точекъ, изъ которыхъ состоитъ время и про- 
странство, безконечно. Безконечно не только количество про- 
стыхъ частей, изъ которыхъ состоитъ все время и все про- 
странство, т. е. количество точекъ времени и пространства во- 
обще, но и количество точекъ времени между двумя точками а и 6, 
какъ-бы близко ни отстояли эти точки другъ отъ друга, тоже без- 
конечно. Точно также безконечно и количество точекъ пространства 
между любыми двумя точками пространства @ и Ё, какъ-бы 
близко ни отстояли другъ отъ друга эти дв точки. Мн ніть 
нужды защищать эти предложенія, такъ какъ врядъ-ли найдется ма- 
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тематикъ, (если только онъ не отрицаетъ всякой безконечности), 
который не согласился-бы съ ними. Чтобы спасти себя отъ призна- 
нія безконечнаго, которое здЪсь столь явно обнаружено, противники 
всякой безконечности приводять слЪдующее возраженіе: «Мы мо- 
«жемъ, конечно, всегда мыслить ббльшее количество точекъ време- 
«ни и пространства, чфмъ то, которое мы мыслили, но количество 
«точекъ дБИствительно существующихъ останется всегда 
«конечнымъ». Но на это я возражаю, что ни время, ни простран- 
ство, а потому также ни простыя части времени, ни простыя части 
пространства не представляють ничего дЪйствительнаго, и что по- 
этому несообразно говорить о конечномъ множеств ихь, какъ су- 
ществующихь въ дъйствительности. Тфмъ боле несообраз- 
но воображать, что эти части становятся дЪйствительными только 
черезъ наше мышленіе. Ибо відь отсюда сл$довало-бы, что 
свойства времени и пространства зависять отъ нашего мышленія и 
нашей оцінки истинности, и что; слідовательно, отношеніе діамет- 
ра къ окружности круга было рацюнально, пока мы ошибочно счи- 
тали его раціональнымъ, и что пространство получить только тог- 
да всЪ тЪ свойства, которыя мы узнаемъ впослЪдстви, когда они 
намъ стануть извЪстны. Если-же наши прогивники исправятъ вы- 
шеприведенное выраженіе въ томъ смыслЪ, что настоящя свойства 
времени и пространства опреділяются только мышленемъ, соотвЪт- 
ствующимъ истинб, то сказанное ими представить нічто тавтоло- 
гическое, а именно: истинно то, что истинно; откуда, конечно, нель- 
зя вывести ни малЪйшаго возраженія противъ утверждаемой нами 
безконечности времени и пространства. Во всякомъ случаЪ, нелЪпо. 
говорить, что время и пространство заключаютъ столько точекъ; 
сколько мы ихъ мыслимъ. 


ет? 


Хотя каждая величина, вообще каждый предметъ, который 
намъ представляется безконечнымъ въ какомъ-либо отношеніи, дол- 
жень представляться намъ именно въ этомъ отношеніи, какъ ці: 
лое, состоящее изъ безконечнаго множества частей, невозможно 
однако утверждать наобороть, чтобы каждая величина, которую мы 
разсматриваємь, какь сумму  безконечнаго множества · другихъ 
конечныхъ величинъ, была непремнно безконечной. Такъ, на- 
прим%ръ, всбми признается, что иргаҷіональныя величины, кахь 
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У2, по отношенію къ единиц, положенной въ основаніе, будуть 
величинами конечньми, хотя ихь можно разсматривать, какь со- 


4 1 
ставленнья изь безконечнаго множества дробей вида 107 100+ 
о в 
1000 "10000 › числители и знаменатели которыхъ — цБлыя 


числа; точно также извЪстно, что сумма безконечнаго ряда слагае- 


Ця а У 
мыхъ вида а 4+ ае-- ае? -|- ---іпіпі, = г ;› 7: ё. равняется конечной 
—е 


а 
величинЪ жав каждый разь, какь е < 1 *). Итакь, въ утвержде- 


ху Такь какь обькновенное доказательство суммированія зтого ря- 
да представляется не вполні строгим», то да будеть мні позволено по 
этому случаю привести сл'вдующее доказательство. Если мы будемъ считать 
а- 1 и е положительньмь (примЂненіе этого доказательства къ дру- 
гимъ случаямъ дЗлается само собой), и если мы напишемъ символиче- 
ское равенство 


(К $ =1-е-е-....ш іпі 


то вЪрно, по крайней мЪр%, то, что 5 означаєть величину положитель- 
ную, конечную или безконечно большую. Но для каждаго ц'Благо п 


ААЖ п—1 в п+1 С А -% 
$ =1- ее’ ве +е +е віп ші. 
или также 
п 
1-е п п має 
=: е фе Ш їі 
вм'Бсто чего мы можемь также написать 
п 
1-8, 
ар 
( ) роза = , 
Я п п+1 а 
если обозначимь значеніе безконечнаго ряда е е "+... іп іпі. че 


БЕЯ 

резъ Р. При этомъ мы, по крайней мЪрЪ, знаемъ, навфрное то, что Р 
означаеть величину, зависящую отъ е и отъ п, измЗримую или неизм%- 
римую, во всякомъ случаЪ положительную. Но тоть-же безконечный 
рядъ мы можемъ представить еще слЗдующимъ образомъ: 

п паї >Р п и 

е +е +... іп іп =е Пе... іп іп] 
ЗдЪсь сумма безконечнаго числа членовъ. стоящая въ скобкахъ въ пра- 
вой части равенства, а именно 


СЛ ОРВК. У 
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н ., что сумма безконечнаго количества конечныхъ величинь сама 
будеть величиной конечной, нЪтъ никакого противор%чія, потому 
что иначе оно не могло-бы оказаться правильнымъ. Парадоксъ, ко- 
торый можно было-бы въ немъ усмотрЪть, происходитъ только отъ 
того, что забываютъ о томъ, какъ складываемые здЪсь члены ста- 


совершенно сходна по виду сь рядомъ, который въ символическомъ ра- 
венствЂ (1) положень = 5, но не слібдуеть считать ее одной и той-же, 
такъ какъ множество слагаемыхъ здЪсь и въ (1), хотя оно и без- 
конечно въ обоихъ случаяхъ, не будеть однимь и тъмъ-же; здЪсь въ 
немъ несомнЪнно членовъ на п меньше, чЪмъ въ (1). 

Итакь, мы можемъ съ полной увЪренностью написать равенство 


2 
[1 Р +е-... іп Е] = $ — Р, при чемъ мы можемъ предположить, 


что Р обозначаєть во всякомъ случа величину, зависящую отъ и и 
всегда положительную. Поэтому мы получаемъ: 


Е п 
(4) $ 1 +е [$ -Р] или 
п 1 е" п2 
5 Е -є) перга аб Р, или, наконець, 
1 п 2 
(5) 5-1 ЕЭ ея Р 


1 2 
—е —е 
а БОР 
і 1—6 
или 
1 п 9 п 
е З 
Р ооо е е п? 
1—е 1--е 
откуда можно видЪть, что если мы примемъ м сколь угодно большимъ и 
п 
. Е х 
сдЪлаемъ такимъ образомъ значеніе - , Меньше любой, сколь угод- 
1 —е 
1 1 0 2 
но малой величины м’ то каждая изъ величинъ ВИ < .Р должна 
Ше 


сдфлаться также меньше любого значенія. Но разъ это такъ, то каждое 
1 
изъ равенствъ (3) и (5) показываетъ, что 5 = Т в» такъ какъ 5 при 


одномъ значеніи е можетъ имЪть только одну неизмЪнную величину, 
слЗдовательно, не можетъ зависЪть отъ п. 
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новятся все меньше и меньше. Никого відь не удивить, что сумма 
слагаемыхъ, въ которой каждое послфдующее слагаемое составляєть 
только половину предыдущаго, не можетъ никогда составить боль- 
ше, чЪмъ удвоенное первое слагаемое, потому что при каждомъ са- 
момъ далекомь членЪ этого ряда не достаєть до этого удвоеннаго 
числа именно столько, сколько составлягть этотъ послЪдній членъ. 


5 19. 


Мы не могли не замфтить уже въ примбрахь безконечнаго, 
приведенныхъ до сихъ порь, что не слідуєть считать равными 
между собой всЪ безконечнья многообразія въ отношеніи 
ихъ множественности. Напротивь того, нькоторья изъ нихь 
больше, другія меньше, т. е. одно многообразе можеть заклю- 
чать въ себЪ другое, какь часть (или, наобороть, можеть само со- 
ставить часть другого). Это утверждене также звучитъ парадо- 
ксально для многихъ. Конечно, всЪмъ тъмъ, кто опредбляєть безко- 
нечное, какъ нібчто неспособное къ дальнфйшему увеличен, долж- 
но казаться не только парадоксальнымъ, но даже противор%- 
чивымъ утвержденіе, что одно безконечное больше другого. Но 
мы нашли уже выше, что это мнніе опирается на такое понятіе о 
безконечномъ, которое не согласно съ обыкновеннымъ употреблен!- 
емъ этого слова въ рЪчи. По нашему опредбленію, соотвЪтствую- 
щему не только обычному употребленію этого понятія, но и цілямь 
науки, никто не можеть найти ничего противорЪчиваго или даже 
страннаго, въ мысли, что одно безконечное множество можетъ быть 
больше другого. Для кого, напримірь, не будеть ясно, что длина 
прямой, 


Ь 
еа зай Е ЕЛЕНЕ РОИА 


простирающейся безгранично въ направленіи аб, безконечна, но 
что прямая БЕ, изъ точки Б идущая въ томь-же направленіи, боль- 
ше, чЪмъ аб на отръзкЂ Ба? и, наконецъ, что прямая, идущая не- 
ограниченно въ обоихъ направленіяхъ аК и а5, должна быть назва- 
на большей на величину, которая сама безконечна, и т. д. 


$ 20. 


Перейдемъ теперь къ разсмотрфнію въ высшей степени замЪча- 
тельной особенности, которая можетъ встрЪтиться въ отношеніи двухь 
многообразій, если они оба безконечны; она, собственно го- 
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воря, дЪйствительно имбеть всегда місто, но ее упускали до 
сихь поръ изъ виду въ ущербъ познанію многихъ важныхъ истинъ 
метафизики, физики и математики--и она, пожалуй, и теперь, 
когда я это высказываю, покажется въ такой степени парадоксаль- 
ной, что весьма необходимо остановиться нЪсколько дольше на ея 
разсмотръніи. Я утверждаю: два безконечныхъ многообразія могутъ 
быть въ такомъ отношеній одно къ другому, что, съ одной сто- 
роны, возможно соединить каждую вещь одного многообразия съ нЪ- 
которой вещью другого въ пару такимъ образомъ, что не останет- 
ся въ обоихъ многообразіяхь ни одной вещи, не соединенной въ 
пару, и ни одна вещь не будеть входить въ двЪ или нЪсколько пар», 
Съ другой стороны, возможно при этомъ, что одно изъ этихъ 
многообразій заключаєть въ себЪ другое просто какъ часть, такъ 
что множества, которыя они представляють, если мы разсматрива- 
емъ составляющія ихъ вещи, какъ равныя, т. е. какъ единицы, им%- 
ють между собой самыя разнообразныя отношенія. Я 
докажу это утвержденіе, приведя два прим%ра, въ которыхъ сказан- 
ное несомнЪнно имбеть місто. 


1. Возьмемъ любыя дві (отвлеченнья) величины, напримЪръ, 5 
и 12; очевидно, что многообразе величинь между нулехъ и пятью 
(или величинъ меньшихь, чЪмъ 5), а также многообразіе вели- 
чинъ, меньшихъ чЪмъ 12, безконечно. Точно также ясно, что по- 
слднее многообразіе должно считаться большимь, чЪмъ первое, 
такъ какъ первое составляетъ только часть второго. Если мы возь- 
мемъ другія величины, вмЪфсто величинъ 5 и 12, то мы принужде- 
ны будемъ сказать, что оба эти многообраз!я не всегда сохраняютъ 
одно и то-же отношене другъ къ другу, а, напротивъ того, вступа- 
ють въ самыя разнообразныя отношеня. Но не менћЂе всего этого 
истинно и слБдующее: если х обозначаетъ любую величину, содер- 
жащуюся между 0 и 5, и если мы опредблимь отношене между 
х и у уравненіемъ 

= 


то у будетъ величиной, лежащей между 0 и 12, и, наобороть, если 
только у содержится между 0 и 12, то х содержится между 0 и 5. 
Изъ этого уравненія слъдуетъ также, что каждому значенію х принад- 
лежитъ только одно значене у, и наоборотъ. Отсюда ясно, что для 
каждой величины многообразія величинь между 0 и 5, равной х, 
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существуеть въ многообразій величинъ, лежащихь между 0 и 12, 
величина, равная у, которая можетъ быть соединена сь ней въ па- 
ру такимъ образомь, что ни одна изъ вещей, составляющихъ оба 
эти многообраз!я, не останется не соединенной въ пару и ни одна 
не окажется въ двухь или нісколькихь соединеніяхъ. 


2. Второй примЪръ заимствуемъ изъ пространственной вещи. Кто 
уже знаетъ, что свойства пространства основываются на свойствахъ 
времени, а свойства времени на свойствахь отвлеченныхъ чисель и 
величинъ, тоть не нуждается, конечно, въ прим®р% для усмотрінія 
того, что и во времени и въ пространствЪ находятся такія безко- 
нечныя многообразія, кая мы нашли въ области величин вообще. 
Однако, ради правильнаго прим%ненія нашего предложен!я впослЪд- 
ствій, необходимо разсмотрЪть подробно по крайней мЪрЪ одинъ 
случай, въ которомъ-бы встрічались такія многообразія. Пусть будуть 
поэтому а, В, с три любья точки на прямой; отношеніе разстояній 
ар:ас можетъ быть какимъ угодно, лишь-бы ас означало ббльшее 
изъ двухь разстояній. Въ такомъ случаЪ, хотя многообразія точекъ, 
лежащихь на ар и на ас, оба безконечны, 


однако многообразіє точекъ на ас превзойдеть многообразіе ихъ на 
ар, такъ какъ на ас, кром точекъ аф, находятся еще точки Ёс, 
которыхъ нЪтъ на а?. Если измЪнить произвольно отношеніе ай : ас, 
то мы даже принуждены будемъ сказать, что и отношене этихъ 
многообразій будеть совершенно измінено. Относительно этихъ 
двухъ многообразій также справедливо то самое, что прежде было 
показано для двухь многообразій величинъ, содержащихся между 
О и 5 и между 0 и 12, относительно паръ, которыя можно соста- 
вить изь любой вещи одного многообразія и любой вещи другого. 
Въ самомъ д%л%, пусть х--точка, лежащая на аф; если мы возьмемъ 
точку у въ направленій ах такимъ образомь, что 46:4 = ах: ау, 
то у будетъ точкой, лежащей на ас. Если же, наобороть, у— точка, 
лежащая на ас, если только мы будемъ опредблять ах по ау изъ 
того-же уравненія, то х будетъ точкой, лежащей на аф. Точно так- 
же всякое другое х будеть опредЪлять другое у, и, наобороть, вся- 
кое другое у будеть опредблять другое х. Изь зтихь двухь истинь 
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опять очевидно, что для каждой точки отрізка ар можно выбрать 
точку отрізка ас и для каждой точки отрізка ас--точку отрЪзка 
ав такимь образомь, что относительно парь, образованныхъ соеди- 
неніемъ любьхь двухъ такихь точекь, можно утверждать, что нътъ 
ни одной точки ни въ многообразій точекъ аф, ни въ многообразіи 
точекь ас, которая не входила-бы въ одну изъ этихъ парь, и что 
нФтъ также ни одной точки, которая-бы входила въ двЪ или боле 
пары. 
$ 21. 


Только на томъ основаній, что два многообразія 4 и В на- 
ходятся другь къ другу въ такомъ отношеній, что къ каждой час- 
ти а, находящейся въ .4, поступая по извЪстному правилу, мы мо- 
жемъ найти находящуюся въ В часть $ такъ, что всЪ пары (а-- 5), 
которыя мы составимъ такимъ образомъ, заключаютъ въ себЪ каж- 
лую вещь, находящуюся въ 4 и въ В и заключають ее только по 
одному разуу—на одномъ только этомъ основани невозможно еще 
заключить, какъ видимъ, что эти оба многообразия, если 
они безконечны, равны другъ другу въ отношеній мно- 
жества своихъ частей (т. е. если мы не примемъ во вниманіе ни- 
какихъ другихъ различ й между частями). Однако, несмотря на 
это отношене между ними, которое само по себЪ, во всякомъ слу- 
чаЪ, представляется одинаковымъ для обоихь многообразій, они мо- 
гутъ находиться въ отношеніи неравенства своихъ множествъ, такъ 
что одно изъ нихъ можеть представлять цілое, а другое--его часть. 
О равенствб этихъ множествь можно будетъ заключить только тог- 
да, когда для этого будетъ существовать еще какое-нибудь другое 
основаніе, какь, напримЪръ, то, что оба многообразія имЪютъ со- 
вершенно одинаковыя опредбляющія ихъ основанія, напримЪръ, со- 
вершенно одинаковое происхожденіе. 


$ 22. 


Парадоксальность, связанная (чего я вовсе не отрицаю) съ этимъ 
утвержденіемъ, проистекаетъ единственно изъ того обстоятельства, 
что взаимное отношеніе, которое мы находимъ въ двухъ сравнива- 
емыхъ между собою многообразіяхъ, и которое состоитъ въ томъ, 
что мы можемъ соединить ихъ части въ пары по способу, уже мно- 
гократно указанному, —что это взаимное отношеніе въ томъ случа%, 
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когда эти многообразія конёчны, совершенно достаточно для то- 
го, чтобы признать ихъ вполнф равными въ отношени множе- 
ства ихъ частей. ДЪйствительно, два конечныхъ многообразія тако- 
` го свойства, что для каждой вещи @ одного многообразія можно 
найти вещь В въ другомъ и соединить ихъ въ пары такимъ обра- 
зомь, чтобы не осталось ни въ одномъ изъ обоихъ многообразій 
ни одной вещи, для которой не нашлось-бы соотвЪтствующей въ 
другомь, и чтобы не было ни одной вещи, которая входила-бы въ 
двЪ или нісколько паръ,—два такихъ многообразія въ отношени мно- 
жества всегда равны между собой. Поэтому кажется, что то же долж- 
но имфть місто, если многообразія будуть безконечны. 

Такъ, кажется, говорю я; но при ближайшемь разсмотр%ніи 
обнаруживается, что это вовсе не является необходимымъ, такъ 
какъ основаніе, почему это всегда такъ во всЪхъ конечныхъ мно- 
гообразіяхь, заключается, именно, только въ конечности ихъ и, слћ- 
довательно, отпадаєть для многообразій безконечныхъ. ДЪйствитель- 
но, положимъ, что два многообразія 4 и В конечнь или (такъ 
какъ и этого уже достаточно), что мы знаемъ объ одномъ изъ 
нихь А, что оно конечно, и, положимь также, мы не обращаемъ 
вниманія ни на какія различ я между вещами ихъ составляющими, 
съ ціьлью разсмотріть эти многообразія только въ отношеній"ихь 
множествъ. Тогда, обозначивь любой предметь въ многообразіи А 
черезь 1, какой-нибудь другой черезь 2 и продолжая такимъ обра- 
зомь дальше, то есть, обозначая каждый послбдующій всегда чис- 
ломъ вещей, разсмотрЪнныхъ раньше (со включеніемь его самого), 
мы должны будемъ дойти наконець до предмета въ 4, послЪ обо- 
значенія котораго не останется больше ни одного, не обозначенна- 
го. Это есть непосредственное слЪдстве понятія о множествЪ ко- 
нечномъ или исчислимомъ. Если этотъ послідній предметъ въ А, 
о которомъ мы только что говорили, получиль для своего обозна- 
ченія число и, то число вещей въ А будеть равно л. Такъ какъ 
для каждой вещи въ 4 должна находиться вещь въ В, которую 
можно соединить съ ней въ пару, то, обозначивъ каждую вещь въ 
В тЪмъ самымъ символомь, которымъ обозначили въ 4 ту вещь, 
съ которой вещь В соединяется въ одну пару, мы необходимо долж- 
ны прійти къ тому, что число вещей, взятьхь нами такимъ об- 
разомъ изъ В, также будетъ п, при чемъ каждая изъ нихъ снаб- 


жена знакомь, дающимъ возможность узнать, сколько мы до нея 
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употребили вещей. Отсюда ясно, что въ В вещей не меньше, чімь 
п, ибо этимъ знакомъ отмфчена одна вещь (та, которую мы упо- 
требили посл%дней). Но ихъ будеть также и не больше, потому 
что, если-бы была хотя еще одна сверхъ уже употребленныхъ, то 
не было-бы такой вещи въ 4, съ которой можно было-бы соеди- 
нить ее въ пару,—а это противорЪчитъ предположенію. Итакъ, чи- 
сло вещей въ В не меньше и не больше, чЪмъ и, слЪдовательно, 
равно п. Оба многообразія имЪютъ, значить, одно и то же мно- 
жество, или, какъ еще можно выразиться равное множество. 
Очевидно, что это заключене не имбеть міста, какъ только мно- 
гообразіе вещей въ 4 безконечно, потому что въ такомъ слу- 
чаБ не только мы, считаю щіе, не дойдемъ никогда до посл%дней 
вещи въ 24, но, по опредбленію безконечнаго многообразія, такая 
послЪдняя вещь въ . сама по себЪ не существуєть, т. е. сколько 
бы мы не означали вещей въ 4, все еще останутся другія для обо- 
значенія. Поэтому, несмотря на то, что въ многообразій В никогда 
не будетъ недостатка въ вещахъ, которыя могли-бы быть соединены 
все въ новыя и новыя пары съ вещами многообразія 4, исчезнеть, 
однако, всякое основаніе къ заключенію, что множество обоихъ мно- 
гообразій одно и то же. 
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Изь сказаннаго только что ясно, что для безконечньхь 
многообразій исчезаетъ основаніе, обуславливающее не- 
обходимое равенство конечньхь многообразій, какь только имбеть 
місто то отношеніе, о которомъ мы много разъ говорили. Но ска- 
занное не указываетъ намъ, какимь образомъ и вслфдстые чего яв- 
ляется неравенство въ безконечныхъ многообразіяхъ. Это становится 
яснымъ только посл разсмотрінія приведенньхь примфровъ. Они 
именно учатъ насъ тому, что взятыя изъ сравниваемыхъ многообра- 
зій двЪ части а и В, которыя мы соединяемъ въ пару а +4- Ё, вхо- 
дять въ свои многообразія не вполн%ъ одинаковьмь 
образом. Въ самомъ ділі, если части а" и Ё' образують еще 
одну, вторую пару, и если мы сравнимъ отношенія, въ которыхъ 
находятся а и а" въ многообразій 4, Ви Ё' въ многообразій В, то 
тотчасъ-же окажется, что эти отношенія различны. Если мы возь- 
мемъ (въ первомь прим%р%) изъ многообразія величинь, содержа- 
щихся между 0 и 5, совершенно произвольно, дві величины, напри- 
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мЪръ, З и 4, то величины, соотвЪтствующія имъ въ В (т. е. обра- 
зующія сь ними пары), будуть сл'ідующія: 


2:3 й 5234, те. 74 и 95. 

Если мы правильно понимаемъ подь отношеніемь двухь 
предметовъ совокупность всЪхъ свойствь, обнаруживающихся при 
ихь соединеніи, то при разсмотріній отношенія, въ которомъ нахо 
дятся въ одномъ многообразій части З и 4, въ другомь--части 7! 
и 9}, мы должны обратить внимане не только на такъ называемое 
геометрическое отношене, но и на все, сюда относящееся, а 
именно также и на то, что ариеметическое отношене между 
величинами З и 4 совершенно иное, ч$мъ между величинами 71 и 93, а 
именно— первое равно 1, второе 22. Итакъ, хотя каждая величина въ 
А или въ В можетъ соединиться въ пару съ одной, и только съ од- 
ной, величиной въ В или въ 4, но однако множество величинъ въ 
В иное (ббльше), чЪмъ въ 4, потому что разстояніе между дву- 
мя любыми величинами въ В будеть инымъ (ббльше), чфмъ раз- 
стояніе, раздбляющее двЪ соотвібтствующія имъ величины въ 4, 
Отсюда, естественно, слЪдуетъ, что въ промежуткЪ каждыхъ двухъ 
величинъ въ В содержится другое (ббльшее) количество величинъ, 
чЪмъ это имбеть місто въ 24; такимъ образомъ, нЪтъ ничего уди- 
вительнаго, что и все количество величинь въ В другое (больше), 
ч$мъ въ 4.—Во второмъ прим5рЪ мы имбемь случай совершенно 
сходный съ первымъ; поэтому мы скажемъ о немъ только то, что 
точки въ аф, составляющія пары сь точками въ ас, стоять другъ 
къ другу ближе, чЪмъ соотвЪтственныя точки въ ас, такъ какъ 
разстояніе любыхъ двухъ точекъ перваго отрізка всегда относится 
къ разстоянію соотвЪтственныхъ двухъ точекъ второго отрЪзка, какъ 
ар: ас. 

$ 24. 


Если мы можемъ считать теперь вполн% доказаннымъ и. разъ- 
ясненнымъ предложение $ 20, то ближайшимъ слЪдствемъ его является 
то, что мы не можемъ считать сейчасъ-же равными 
дв суммы величинъ, которыя попарно равны (т. е. 
каждая величина изъ одной суммы равна нъкоторой величинЪ изъ 
другой), если ихъ множество безконечно. Это возможно 
лишь въ томъ случа, когда мы заранбе уб%дились въ томь, что 
безконечное множество этихъ величинь въ оббихь суммахъ то-же 
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самое. Что сумма опредфляется своими слагаемыми и что, слЪдова- 
тельно, равныя слагаемыя даютъ равныя суммы, это конечно без- 
спорно и имбеть мЪсто не только тогда, когда многообразіє зтихь 
слагаємьхт конечно, но и тогда, когда оно безконечно. Но такь какь 
безконечнья многообразія бываютъ различны, то въ посліднемь 
случаЪ должно быть также доказано, что безконечное многообразіе 
слагаемыхъ въ одной сумм въ точности таково-же, какь и въ дру- 
гой. Но, чтобы имЪть право сдблать это заключеніе, недостаточно 
ни въ какомъ случаб, по нашей теоремЪ, только того обстоятель- 
ства, что можно будетъ найти по какому нибудь способу для каж- 
даго члена одной суммы равный ему членъ другой суммы. Мы мо- 
жемъ сдфлать это заключене съ полной увЪренностью только тогда, 
когда оба многообразія имъютъ одинаковыя опред%ляющія 
ихъ основанія. Впослідствій мы увидимъ на нісколькихь при- 
мЪрахъ, къ какимъ несообразностямь можно прійти при вычисле- 
ніяхь съ безконечностями, если не принять этого въ разсчетъ. 


$ 25. 


Я обращаюсь теперь къ утвержденію, что существуетъ безко- 
нечное не только среди вещей, не имфющихъ дійствительности, 
но также и въ самой области дЪйствительнаго, Кто 
только пришель къ чрезвычайно важному убЪжденю (помощью ли 
ряда заключен изъ истинъ, касающихся чистыхъ понят, или дру- 
гимъ какимъ-либо образомъ), что существуетъ Богъ, суще- 
ство, не имфющее причины своего бытія ни въ какомъ другомь су- 
ществі и, вслдствіе этого, всесовершенное, т. е. соединяющее 
въ себЪ всЪ совершенства и силы, которыя только могутъ совм%- 
щаться, и каждую изъ нихъ въ самой высшей степени, въ какой 
только она можетъ существовать наряду съ другими—кто пришелъ 
къ этому убЪжденію, тотъ принимаєть уже этимъ самымъ, что есть 
существо, безконечное не въ одномъ только отношеніи, въ своемъ 
вЪдЪн!и, въ своей волі, въ своемь вн шнемъ возд%й- 
ствіи, т. е. могуществЪ, такое существо, которое безконечно 
много знаетъ (совокупность всбхь истинъ), безконечно 
многаго желаетъ (сумму всего въ себЪ возможнаго добра), 
и все, чего только хочетъ, силою внішняго воздійствія, 
осуществляетъ въ дъйствительности. Изъ этого послд- 
няго свойства Бога вьтекаєть дальнЪйшее слідствіе, что, кромЪ не- 
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37 
го, существуютъ существа созданныя, которыя мы назовемь, въ 
противоположность ему, существами конечными, въ кото- 
рыхъ, однако, можно усмотрЪть нЪчто безконечное. Въ самомъ дЪл%, 
уже самое многообразіе этихъ существь должно быть безко- 
нечнымъ; точно также многообразе состояній, испытываемыхъ 
каждымъ изъ этихъ существъ въ отдільности, хотя-бы въ самое 
короткое время, должно быть безконечно (потому что каждый про- 
межутокь времени содержитъ въ себЪ безконечно много мгновеній) 
и т. д. Итакъ, и въ области дЪйствительнаго мы встрЪчаемъ вездЪ 
безконечное, 

5 26. 


Не согласны сь этимъ, однако, даже многіе изъ тЪхъ ученыхъ, 
которые не находятъ возможнымъ отрицать безконечность въ ве- 
щахь недЪйствительныхъ (какъ, напримЪръ, въ предложеніяхъ и исти- 
нахъ въ себЪ). Допустить безконечность также и въ области дБЙ- 
ствительнаго, это, по ихъ мнінію, запрещается древнимъ основнымъ 
положеніемъ, по которому все дЪйствительное должно 
имбть полную опредъленность. Однако, я считаю уже до- 
казаннымъ въ «\іѕѕепѕсһаёѕ1еһге» (Ва. 1 $ 45), что это 
основное положеніе относится и къ предметамъ недЪфйствительнымъ 
въ томъ-же смысл, какъ и къ дъйствительнымъ. Оно спра- 
ведливо вездъ только въ томъ смыслЪ, что изъ двухь противо- 
ръчащихъ другь другу свойствъ у каждаго предмета одно должно 
ему принадлежать, а наличность другого должна отрицаться. Поэто- 
му, если бы утвержденіе, что мы совершаемъ погрЪшность противъ 
этого положенія, допуская безконечность вещей дЪйствительныхъ, 
было обосновано,—мы бы не имфли права говорить о безконечности 
даже. въ случа недъйствительныхъ объектовъ нашего мышленія, 
слЪдовательно, мы-бы не могли допускать безконечнаго многообра- 
зія истинъ въ себЪ или простыхъ чисель. Но тЪмъ только, что мы 
признаемъ нічто безконечнымъ, мы не противорБбчимь еще выше- 
приведенному основному положенію. Мы говоримъ только, что въ 
данномъ предметЪ, въ извЪстномъ отношении, существуетъ множество 
частей ббльшее, чЪмъ какое угодно число, слЪдовательно, во вся- 
комъ случаб, такое множество, которое невозможно опре- 
дблить просто числомъ. Отсюда, однако, вовсе не слБдуетъ, чтобы 
это множество было чЪмъ-то, не поддающимся никоимъ 
образомъ опредЪленію; вовсе не слЪдуетъ также, чтобы су- 
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ществовала хоть одна пара свойствь, противорфчащихъ другъ дру- 
гу, Б и не-р, и чтобы ни одно изъ нихъ не было присуще этому 
множеству. Чтб не имбеть цвЪта, наприм%ръ, предложеніе, не мо- 
жетъ быть и опредблено указаніємь цвЪта; чтб не издаєть ника- 
кого тона, не можетъ быть опредблено указанемъ тона и т. д. Но 
отсюда вовсе не слібдуеть, чтобы подобныя вещи были неопредЪли- 
мы; онЪ и не составляютъ исключеня изъ того основного положе- 
женя, что одинъ изъ предикатовъ, ф или не-ф (голубой или него- 
лубой, благозвучный или неблагозвучный и т. д.), относятся къ каж- 
дой вещи, если только мы эти предикаты понимаемъ такъ, какъ слЪ- 
дуетъ, т. е. такъ, чтобы они остались противоръчивыми. Совершен- 
но такъ, какъ не голубое и не благовонное является опредбленіемь 
(правда, очень широкимъ) теоремы Пивагора, такъ и простое ука- 
зане того, что многообразіе точекъ между т и п безконечно, яв- 
ляется однимъ изъ опредбленій этого многообразія. И часто н%тъ 
надобности во многихъ данныхъ для того, чтобы вполнЪ опредблить 
подобное безконечное многообразе вещей, т. е. такъ, чтобы вс% 
его свойства сами собой вытекали изъ тЪхъ именно нЪсколькихъ, 
которья дань. Такъ, мы опредблили самымъ совершеннымъ образомъ 
только-что упомянутое безконечное многообразіе точекь между ти 
п, какъ скоро мы опредћлили только двЪ точки т и и (напримЪръ, 
наглядно). Ибо этими немногими словами уже устанавливается дизъ- 
юнкція между принадлежностью или непринадлежностью къ этому 
многообразію всякой другой точки. 


$ 27. 


Если я имЪлъ смібблость въ предыдущемъ защищать существо- 
ваніе безконечнаго въ нікоторьхь случаяхъ противъ лиць, оспари- 
вающихъ его, то теперь я долженъ признать съ тою же откровен- 
ностью, что многіе ученые, особенно математики, зашли слиш- 
комъ далеко въ сторону противоположную, принимая безконечно 
большое и безконечно малое въ такихъ случаяхь, когда, по 
моему глубокому убЪжденю, не существуетъ ни того, ни другого. 

1. Я не имЪю ничего возразить противь допущеня безко- 
нечно большого періода времени, если разумЪть подъ этимъ 
періодь, не имБющ начала или конца, или ни того, ни другого 
(слЪдовательно, все время или совокупность всбхь точекъ времени 
всобще). Но отношеніе, которое имбеть величина одного раз- 
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стоянія между двумя точками времени, или одного промежутка вре- 
мени къ каждому другому разстоянію между двумя точками времени, 
или къ каждому другому промежутку времени, я нахожу нужнымъ 
признать только конечнымъ отношеніемъ величинь, вполні опредЪ- 
ляемымъ съ помощью однихъ понятій, и потому не нахожу возмож- 
нымъ предположить, что промежутокъ времени, ограниченный нача- 
ломъ и концомъ, въ безконечное число разъ больше или меньше 
другого подобнаго промежутка. А это именно и дблають, какъ из- 
вЪстно, многіе математики, говоря не только о безконечно большихъ 
промежуткахъ времени, ограниченныхъ при этомъ сь обЪфихъ сто- 
ронъ, но и еще чаще о безконечно малыхъ частяхъ вре- 
мени, въ сравненіи съ которыми каждый конечный промежутокъ 
времени, напримъръ, одна секунда, долженъ быть признанъ безко- 
нечно большимъ. 

2. То-же самое слфдуетъ сказать о разстояніяхъ между 
двумя точками въ пространств %, которыя, по моему мнъ- 
нію, могутъ быть другъ къ другу всегда только въ отношеніи ко- 
нечномъ (опредбляємомь вполнЪ съ помощью чистыхъ понят). Ме- 
жду тъмъ ніть ничего боле обыкновеннаго у нашихъ математи- 
ковь, какь рвчь о безконечно большихъ и безконечно 
малыхъ разстояніяхь. - 

3. То-же самое слідуєть наконецъ сказать о принимаемыхъ въ 
метафизик и физик силахъ, дЪйствующихъ во вселенной. Мы 
не должны предполагать, чтобы одна изъ этихъ силь была въ без- 
конечное число разъ больше или меньше, чЪмъ другая; напротивъ 
того, мы должны думать, что всЪ онъ находятся между собой въ 
отношеніяхь, вполнЪ опредфляемыхъ посредствомъ понятій, какъ бы 
часто ни позволяли себ дЪлать обратное. Я не могу, конечно, съ 
достаточной ясностью указать здісь основанія этого утвержденія 
тому, кому не извЪстно, какія понятія я связываю со словами: воз- 
зрЪніе и понятіе, выводимость одного предложенія изъ 
другого, объективный выводъ одной истины изъ другихъ, и 
многими другими словами, а также опредЪлен{е времени и про- 
странства. Кто, однако, прочель, по крайней мЪрЪ, дві статьи: 
«Опьть объективнаго обоснованія ученія о сло- 
женій силь») и «Опытъ объективнаго обоснова- 


ж) «Мегѕисһ еіпег обіеєсіїуеп Везтйп4ипя ег ЕеБге уоп 4ег Лизат- 
тепзеїгипе дег КтаНе». "Ргає 1842. п Соттіѕѕіоп Бе! Кгопбегрег & Влімупаз). 
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нія ученія о трехь измбреніяхь пространства», Ж) 
тому не покажется вполн® непонятнымъ слфдующее доказательство. 


Изь опредбленій времени и пространства слідуеть непосред- 
ственно, что всЪ субстанцій зависимыя, т. е. созданныя, на- 
ходятся въ безпрестанномъ взаимодЪйств!и; а также, что для каж- 
дыхъ двухъ точекъ времени а и ё, какъ-бы близко или далеко другь отъ 
друга онЪ ни отстояли, возможно разсматривать состояніе вселенной въ 
предьдущій моменть а, какь причину, а состояне вселенной въ 
посльдующій моментъ 8, какъ слЪдств!е (по крайней мър%, не 
непосредственное), однако постольку, поскольку мы при этомъ 
отнесемъ къ причині непосредственное воздЪйстве Бога, которое 
могло имфть місто въ промежутокъ времени «3. Отсюда сл%ду- 
етъ дальше, что разъ даны объ точки времени я и $, всБ силы, 
которыя имли созданнья субстанцій въ точкЪ времени а, міста 
нахожденія каждой субстанціи, наконецъ, даны божественныя 
вліянія, которыя испытала одна или другая изъ этихъ субстан- 
цій внутри промежутка времени 2 2,—то силы, которыя получили 
эти субстанцій въ точкЪ времени 8, а также мЪста, которья эти 
субстанщи заняли, могутъ быть выведены такимъ-же образомъ, какъ 
выводится дъйствіе (непосредственное или черезъ посредство) изъ 
своей полной причины. Это-же опять требуетъ, чтобы всЪ свойства 
дЪйствія могли быть выведены изъ свойствъ причины съ помощью 
составленной изъ однихъ чистыхъ понят большой посылки сл%ду- 
ющаго вида: «каждая причина, обладающая свойствами и, и", и”..., 
имћетъ дБйствіе, обладающее свойствами м, \', м"... Отсюда лег- 
ко вывести слЪдстве, нужное для нашей цбли: каждое обстоятель- 
ство въ причинЪ, не безразличное для дійствія, т. е. обстоя- 
тельство такого рода, что при его изміненій дЪйстве не остается 
безь измЪненя, должно быть вполн% опредЪлимо при помощи 
однихъ понят, при чемъ въ основаніе могуть быть положены въ 
крайнемъ случаЪ лишь такія воззрінія, которыя также необходимы 
для опредбленія дЪйствія. 

Послб этихъ предпосылокъ легко обосновать выше установлен- 
ныя утвержденія. ДЪйствительно: 


ж) «Мегѕисһ еіпег обіесіїхеп Веєтйпдцпє дег Іебге уоп деп ге 
Оітепзіопеп деѕ Каџтеѕ». (Ргає 1243, Іп Соттіѕѕіоп Бе! Кгопбегрег опа 
Клімпаз). 
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1. если бы имлись даже только двЪ точки времени а и 6, 
разстояніе которыхъ другь отъ друга было-бы въ безконечное число 
разь больше или меньше, чфмъ разстояне двухъ другихь точекъ 
у и 5, то отсюда вытекала-бы та несообразность, что рбшительно 
невозможно было-бы опредблить состояне вселенной, которое дол- 
жно наступить въ моменть В, по тому ея состоянию, которое имЪло 
місто въ моментъ а, если даже принять при этомъ въ разсчетъ бо- 
жественнья вліянія за промежутокъ времени а 8 и величину этого 
промежутка. Дал%е, для опредћленія состоянія, въ которомъ нахо- 
дятся созданныя существа, и даже только для опредбленія величи- 
ны ихъ силь въ моменть а, необходимо положить въ основане 
особую единицу времени; въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ эти силы 
только силы измЪняющія, то мы не можемъ опредблить ина- 
че величину ихъ, какъ принявъ во вниманіе нЪкоторый данный про- 
межутокь времени, въ теченіе котораго онъ производятъ данное 
дЪЙствіе. Сл%довательно, если мы примемъ (имя на это право) про- 
межутокъ времени тү? за эту единицу времени, то, даже въ самомъ 
благопріятномъ случа%, т. е. если бы возможно было опредблить при 
этой единиц времени всЪ силы созданныхъ субстанцій въ точкЪ 
времени а, и если бы возможно было опредблить совершенно точно 
все другое, что составляєть полную причину состоянія вселенной въ 
точкЪ времени 2, то, однако, невозможно-бы было, пользуясь этой 
единицей времени, опредблить разстояніе, въ которомъ находится 
эта точка времени отъ а, такъ какъ оно оказалось-бы безконечно 
большимъ или безконечно малымъ. Поэтому, если можно наобо- 
ротъ разсматривать любое состояніе вселенной (при нЪсколько 
разь уже упомянутьхь выше условіяхь), какъ причину любого 
позднйшаго, то не могутъ существовать двЪ точки времени 2 и 8, 
разстояніе которыхъ было-бы безконечно большимъ или безконечно 
малымъ въ сравненій съ разстояніемъ, въ которомъ находится дру- 
гая пара у и 5. 

“ 2. Если бы были даны только дві точки въ пространств а и р, 
разстояне которыхъ другъ отъ друга въ сравненій сь разстоянемъ 
другой пары с и 4, оказалось-бы безконечно большимъ или безко- 
нечно малымъ, то въ опреділеніе состоянія вселенной въ любой 
точкъ времени 2, входило бы между прочимъ опредбленіе величины 
силы (наприм'брь, притяженія или отталкиван!я), съ которой дфй- · 
‘ствуетъ въ этотъ моменть времени находящаяся въ точкЪ а суб- 
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станція 4 на находящуюся въ точкЪ р субстанцію В. Это, однако, 
оказалось-бы невозможнымъ для этой силы, если бы мы приняли (что, 
во всякомъ случаЪ, позволительно) разстояніе сй за единицу, и 
если бы даже, въ самомъ благопрятномъ случа%, это могло быть сдЪ- 
лано для всЪхъ прочихъ силь. Въ самомъ ділі, если бы сила при- 
тяженія или отталкиванія, съ которой субстанція А дЪйствуетъ на 
субстанцію, вполнЪ впрочемь сходную сь субстанцієй В, но находя- 
щуюся въ разстояніи, принятомъ за единицу длины (с), имЪла да- 
же совершенно опредбленную величину, то, именно вслЪдстве ея 
опредЪленности, сила притяженія или отталкиванія, съ которой 4 
дьиствуеть на В, была-бы неопредЪленной, если бы отношеніе раз- 
стояній ар: сӣ, отъ котораго она во всякомъ случа зависитъ, было 
безконечньмь и потому неопредЪленнымъ. 

3. Если бы, наконецъ, была только одна сила /, которая, по 
сравненію съ другой силой 1, оказалась-бы безконечно большой или 
безконечно малой, и если бы мы обозначили точку времени, въ 
которой имбеть місто это отношене черезъ а, то для этой 
самой точки времени въ самомъ благопріятномь случа, именно, 
если-бь всЪ остальныя силы при вьбранньхь для ихъ изм%ренія 
единицахъ времени и пространства оказались конечными, причемъ, 
слЪдовательно, и / была-бы величиной конечной, — величина #, имен- 
но вслЪдствіе этого, оказалась-бы безконечно большой или безко- 
нечно малой, т. е. неопредЪлимой. Но вслЪдстве этого все состояніе 
вселенной въ точкЪ времени а оказалось-бы неопредблимьмь; по- 
этому невозможнымъ оказалось-бы вывести позднійшее состояніе 
вселенной, какь результать дЪйствя перваго. 


$ 28. 


МнЪ кажется, что я установилъ уже въ предыдущемъ основ- 
ныя правила, которыя дадуть возможность судить правильно о всЪхъ 
тбхь странньхь ученіяхь, которыя намъ прійдется изложить ниже, 
а также рішить, слідуеть-ли намъ отбросить эти ученія, какъ за- 
блужденія, или принять ихь, признавъ ихъ истинность, несмотря на 
всю ихъ кажущуюся несообразность. Порядокъ, въ которомъ мы бу- 
демъ приводить эти парадоксы, будеть опредъляться научной об- 
ластью, къ которой они принадлежать, и ихъ большей или меньшей 
важностью. 

Первая и самая обширная наука, въ области которой мы 
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встрБчаемъ парадоксы безконечнаго, это, какъ намъ показали уже 
нькоторье прим%ры, есть общее ученіе о величинахъ, гді 
нЪтъ недостатка въ парадоксахь даже въ ученіи о числахъ. 
Съ нихъ мы и начнемъ. 

Уже само понят!е исчисленія безконечности, я 
признаю это, кажется заключающимъ въ себЪ противор%чіе. ДЪИ- 
ствительно, исчислить—значитъ попытаться опредълить съ 
помощью чисель. Но какъ-же возможно пытаться опредблить съ 
помощью чисель безконечное, тб безконечное, которое, по нашему 
собственному  опредбленію, должно представлять изъ себя н%- 
что, состоящее изъ безконечно многихъ частей, т. е. такое мно- 
гообразіе, которое больше всякаго числа, и которое, поэтому, не 
можеть быть опредблено никакимъ числомъ? Это сомнініе исчез- 
неть однако, какь только мы сообразимъ, что правильное исчисле- 
не безконечнаго имбеть цілью не вычисленіе того, что въ безко- 
нечности неопредблимо никакимь числом» (а именно, не вычисленіе 
безконечнаго множества самого въ себЪ): цфлью этого исчисленія 
является опредъленіе отношенія между однимъ безконечнымъ и 
другимъ, что выполнимо въ извЪстныхъ случаяхь, какъ мы это по- 
кажемъ на многихъ примЪфрахъ. 


$ 29. 


Кто признаетъ существованіе безконечньхь множествъ, а слЪ- 
довательно, и безконечньхь величинъ вообще, тоть не станетъ 
оспаривать существован!я безконечныхъ величинъ, очень различныхъ 
по размърамъ. Если мы изобразимъ, напримЪръ, рядъ натуральньхь 
чисель такимъ образомъ: 


доз, Чон. дм ВА 
то изображеніе 
1+2 3+4+..... о (п. +1) 4..... іп №6, 


будеть представлять сумму этихъ натуральныхъ чисель; сл$дую- 
щее же изображеніе 


19 4 294-394-494... п? +- (п + 1)°+... м іпі, 


въ которомъ отдільнья слагаемыя 19, 20, 3°... суть простыя едини- 
цы, представляетъ просто количество или число всЪхъ натураль- 
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о 


ныхъ чиселъ. Если мы обозначимъ его черезъ М, составивъ такимь 
образомъ чисто символическое равенство 


19 294-30 --.....4 по (п+1)9-+...м ШЕ з (1), 
и обозначимь подобнымъ-же образомъ количество натуральныхъ чи- 
селъ отъ (п- 1) чрезь м, составивъ такимъ образомъ равенство 
(п- 1) °- (п- 2) °- (п- 3) °-... іп іп. = урни (2% 


то мы получимъ, при посредствЪ отниманія, совершенно безупречное 
равенство 


о п 
19 29 + 3° 4-... + по = п = №—М..., (3), 
ИЗЪ котораго мы видимъ, какъ иногда ДВЪ безконечныя величины 


о п 


М и М имютъ совершенно опредбленную конечную разность. 
Если-же мы обозначимъ величину, которая представляетъ 
о 


сумму всхъ натуральньхь чисель, черезъ $ или составимъ про- 
сто символическое равенство 


А: пов р Я, у др зд 


то мы тотчасъ-же поймемь, что $ должно быть много больше, 
о 


чЪмъ М; но не такъ легко удается точно опредблить разность меж- 
ду этими двумя безконечными величинами или ихъ (геометрическое) 
отношеніе другъ другу. ДЪйствительно, если мы составимъ, какъ 
это дћлали нікоторье, равенство. 


о о 
о №. (№ -ь 1) 
5 =—————— 
2 
то для оправданія его врядъ-ли нашлось-бь у нась другое основа- 
не, кромЪ того, что при каждомъ конечномъ числі членовь спра- 
ведливо равенство 


газ оціню Е 


откуда, повидимому, слЪдуетъ, что, въ случа безконечнаго количе- 


о 
ства чисель, и переходить только въ М. Однако, на самомъ ділі, 
это не такъ, потому что было-бы безсмысленно, въ случа безко- 
нечнаго ряда, говорить о его посліднемь члені, имъющемъ значе- 
о 


не М. 
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Положивъ-же въ основаніе символическое равенство (4), по- 


о 
слЪдовательнымъ умноженіемъ обЪихъ его частей на М, можно ко- 
нечно вывести слдующія равенства: 


о о о о 
19. М 29. М 3° М 4... м іпі. = (№), 


о о о о 
19. (№2 + 29. (Муз - 3°. (№)? 4-...іп іп. = (№ и т. д. 
Изъ этого мы видимь, ЧТО существуютъ безконечныя величины такъ 
называемыхъ высшихъ по р ядковъ, изъ которыхъ одна превос- 


ходитъ другую въ безконечное число разъ. Существованіе безко- 
нечныхъ величинъ, имБющихь раціональное, также какъ и ирраціо- 
о 


нальное отношеніе 2 : 2, вьтекаєть уже изъ того, что, поскольку М 
о 
означаєть  неизм'ібнную безконечную величину, постольку х. М№ 


о 
и’В.М№ представляють пару безконечныхъ величинъ, находящихся въ 
отношеніи 2 : 8. 

Не менће яснымъ окажется и то, что все многообразіе 
(множество) величинъ, находящихся между двумя данными величи- 
нами, напримбрь, между 7 и 8, хотя оно и безконечно и не 
можетъ быть всл%дствіе этого опредфлено никакимъ числомь, какъ- 
бы велико посл®днее ни было, зависить однако единственно отъ 
величины разстоянія этихъ двухъ крайнихъ величинъ, т. е. зависить 
отъ величины 8—7 и должно быть вслЪдствіе этого одинаковымъ, 
какъ только это разстояніе одинаково. Въ этомъ предположеніи, 
если обозначить количество всхъ величинъ, лежащихъ между а и Р 
черезъ 

Миї. (Б — а), 
то получатся безчисленныя равенства слЪдующаго ‘вида: 
Ми. (8 —7) = Ми. (13-- 12), 
а также и слБдующаго : 
Мише. (а— Б): Ми. (4-- с) =в—а:а— с, 


противъ правильности которыхъ нельзя возразить ничего основа- 
тельнаго. 
$ 30. 


Эти немногіє примфры показали уже въ достаточной степени, 
что существуеть исчислен!е безконечно большого; точно 
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также существуетъ и исчисленіе безконечно малаго. Въ самомъ д$- 
о 
лБ, если М представляетъ величину безконечно большую, то 
1 


о 


М 


будетъ, безспорно, представлять величину безконечно малую, и не бу- 
детъ никакого основанія къ тому, чтобы считать подобное предста- 
влене безпредметнымъ, по крайней мр въ общемъ ученій о 
величинахъ. Возьмемъ одинъ только прим%ръ. Пусть будетъ постав- 
лень слбдующій вопросъ: если кто-нибудь стрбляєть на удачу, то 
какова вЪроятность, чтобы центръ пули на пути своемъ прошелъ 
точно черезъ центръ того яблока, которое виситъ на этомъ деревЪ. Каж- 
дый долженъ признать, что многообразе всЪхъ возможныхъ здісь 
случаевъ, отвічающихь подобной или еще меньшей вЪроятности, 
будетъ безконечно, откуда сл$дуетъ, что степень этой вЪроятности 
1 
о 
ствованіе безконечнаго количества безконечно малыхъ величинъ, 
взаимныя отношенія которьхь могуть быть какія угодно, а именно: 
одна безконечно малая величина можеть быть больше другой без- 
конечно малой величины въ безконечно большое число разъ. По- 
этому, какъ между безконечно большими, такъ и между безконечно 
малыми величинами, существуетъ безконечно много порядковъ, и, 
при соблюден извЪстныхъ правиль, будетъ, конечно, возможно най- 
ти н5которыя правильныя равенства между величинами этого рода. 

Пусть будетъ, напримЪръ, установлено, что значеніе перем%н- 
ной величины у зависить оть другой величины х такимъ образомъ, 
что между ними всегда имбеть місто уравнене: 

у = х* + ах? + 6х? - сх - й. 

Если природі того особеннаго рода величинь, которыя обозначены 
здЪсь черезь х и у не противорбчить то обстоятельство, что он 
могуть сдфлаться безконечно малыми и получать, сл$довательно, 
безконечно малыя приращенія, то увеличивъ х на безконечно малую 
часть, которую мы обозначимь черезъ 4х, и обозначивь черезь йу 
измЪненіе, которое получаєть вслЪдствіе этого у, мы поймемъ, что 
въ такомъ случаЪ необходимо будеть имфть місто слфдующее ра- 
венство : 


имбеть величину, которая = или <— · Этимъ уже доказано суще- 


» 


рери/єеіп.ога, рі 


ый 


у- 4у = (х + 4х)* + а(х- дх)2-НЬ (х + 4х)? + с(х + 4х) + 4, 
изъ котораго безспорно вытекаетъ равенство: 
Е = (4х3 4 Зах? 2х4 с) + (6х Зах) ах 
+ (4 х-Ра) 4х? -{ ахз, 
которое представляєть отношеніе обЪихъ безконечно малыхъ вели- 


чинъ въ зависимости не только отъ а, б, си х, но также отъ зна- 
ченія перемнной 4х. 


$ 31. 


Большинство математиковъ, которые рЪшились заниматься 
исчисленіемъ безконечнаго, пошло, однако, гораздо дальше, чфмъ это 
возможно на основаніи установленныхъ здЪсь основныхъ положен. 
Они не только позволяли себЪ предполагать, безъ дальнфйшихъ раз- 
мьшленій, безконечно большое или безконечно малое въ величинахъ, 
съ природой которыхъ это предположене несогласно (примЪры чего 
мы приведемъ лишь впослЪдстви), но даже величины, получаемыя 
отъ суммованія безконечнаго ряда, они позволяли себЪ —то считать 
равными, то считать одну большей, чЪмъ другую; и это только 
потому, что въ обфихъ величинахъ можно указать попарно члены, 
находящееся въ этомъ отношеніи равенства или неравенства, хотя 
ихъ многообразя были очевидно неравны. Они имбли см%лость 
утверждать, что нетолько исчезаєть каждая безконечно малая вели- 
чина въ сложеній съ величиной конечной или каждая величина 
высшаго порядка при величин низшаго порядка, но даже каж- 
для безконечно большая величина низшаго порядка въ. сложени 
наряду съ величиной высшаго порядка исчезаеть подобно 
простому нулю. Чтобы оправдать, хотя-бы до нЪкоторой степени, 
свой методъ исчисленія, основанный на этомъ предложении, они ста- 
ли утверждать, что можно принимать и нуль за дблителя, и что 


частное 
1 


0 
означаетъ, въ сущности, не что иное, какъ безконечно боль- 
0 
шую величину, а частное - - величину совершенно неопредь- 


0 
ленную. Мы должны показать, насколько эти понятія ложны и какъ 


48 
они вводять въ заблужденіе, потому что они еще и теперь болЪе 
или менбе въ ходу. 


$ 32; 


Еще въ 1830 году въ Сегеоппе Аппаіеѕ йе таїпбтаїідие 
(Т. 20. № 12) нікто, подписавшійся буквами М. В. 5., пробоваль 
доказать, что извЪстный безконечный рядъ 


а-—а+а-—а+а—а +4 ...... іп іпі. 

нео з 
имбеть значене ро Предположивь, что это значеніе = х, онъ счель 
себя въ праві заключить, что 


х =а—а-а—а-{... іп 1 =а — (а —афа—а-- 
, ыы 


и что рядъ, заключенный въ скобкахь, тождественъ съ рядомъ, под- 
лежащимъ вычислению, и потому можетъ быть положенъ равнымъ х, 
что даетъ 
х = а — х 
и, слЪдовательно, 
ша. 
Х = а 

Не трудно найти ошибку въ этомъ заключеніи. Рядь въ скоб- 
кахъ представляетъ, очевидно, не то самое многообразе членовъ, 
какъ рядъ, который былъ положень раньше равнымъ х; въ немъ не- 
достаєть перваго а. Поэтому, въ случаЪ, если бы вообще возможно 
было найти значеніе ряда, заключеннаго въ скобки, то его слЪдо- 
вало бы обозначить черезъ х —а, а это даєть тождественное ра- 
венство 

х= а х— а. 

На это можно было-бы возразить слфдующее: «Въ этомъ-то 
«именно и лежить нічто парадоксальное, а именно въ томъ, что 
«этотъ рядъ, который несомнфнно не безконечно великъ, оказы- 
«вается неимфющимъ измЪримаго, поддающагося точному опредбле- 
«нію значенія, и притомъ еще онъ происходить отъ продолженнаго 
«въ безконечность дбленія а на 2 = 1 +4- 1, а это происхожденіе 
«говорить въ пользу предположеня, что его настоящее значеніе 


а 
«именно 2 7 
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° Я напомню, что ніть ничего непонятнаго въ томъ, что су- 
ществують выраженія величинъ, не обозначающя ника- 
кой дъйствительной величины; такъ, мы всЪ считаемъ и 
должны считать нуль такимъ выраженемъ. 

Если мы въ частности опредблимь рядъ, только какъ вели- 
чину, а именно, какь сумму его членовь, то, въ силу понятія о 
сумм (которая принадлежитъ къ многообразіямъ, т. е. къ такимъ 
совокупностямъ, въ которыхъ не должно обращать вниманія на по- 
рядокъ частей), этотъ рядъ долженъ обладать такимъ свойствомъ, 
что, какъ ни измЪнять порядокъ его членовъ, значеніе его не изм%- 
нится. Для величинъ должно быть 


(А+ В) + С=А-(В- С) = (А + С) +В. 


Этотъ признакъ даетъ намъ ясное доказательство того, что изобра- 
женіе, о которомъ здЪсь говорится, 


а--а--а--а-а--ач... іп іпі. 


не будеть изображеніемъ дЪйствительной величины. Въ самомъ дЪ- 
л, мы не изм$нили-бы навірное ничего въ представленной здЪсь 
величині, если бы только это была величина, измЪняя это изобра- 
жене слфдующимъ образом» : 


(1) (а— а) -- (а— а) + (а— а) -+.... іп іп, 


такъ какъ здЪсь не произошло ничего другого, кромЪ соединенія въ 
частныя суммы каждыхъ двухъ членовь, слЪдующихъ непосредствен- 
но другъ за другомъ; это-же навърное возможно, такъ какъ дан- 
ный рядъ дЪйствительно не должень имЪть посл®дняго члена. 
Но такимъ образомь мы получаемъ 


ео а. іп Е, 


что очевидно равно 0. 


- 


Точно также ничто не можеть измфниться въ величині, пред- 
ставляемой этимъ выраженемъ, въ случаЪ, когда оно выражаетъ 
дъйствительно нікоторую величину, если мы его преобразуемъ либо 
къ виду 


(2) а (—а-а)-+(— а-а) + (—а-а)-.... іп іп, 
при чемъ, пропуская первый членъ, мы соединяемъ каждые два слЪ- 
дующіе въ частную сумму, либо къ виду 
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(3) — а (а—а) {+ (а— а) + (а—а)-..... іп іпі,, 


что мы получимъ изъ выражений (1), переставляя члены въ каждой паръ 
и производя въ полученномъ выраженіи тЪ же изм'ненія, посредствомъ 
которыхъ получилось (2) изъ (1). Если бы данное выражене не бы- 
ло безпредметнымъ, то выраженія (1), (2) и (3) должны бы- 
ли-бы обозначать всЪ одну и ту же величину, такъ какъ очевидно, 
что представлене суммы одного и того-же многообразія величинъ не 
можеть представлять нісколькихь отличныхъ другь отъ 


друга величинъ, какъ это имфеть місто для выраженй У 1, 


б 1 
= >> И во многихъ другихъ случаяхъ. Разсматриваемое 


здЪсь выраженіе 
а--а-а--а-а--а.... іп іпі, 


если оно не вполнЪ безпредметно, сь такимь-же правомъ, съ ка- 
кимъ-бы мы хотЪли положить его равнымъ нулю (который, въ не- 
собственномь значеніи этого слова, тоже обыкновенно называютъ 
величиной), должно-бы быть также положено равнымъ + а, а также 
и— а. Но это совершенно безсмысленно и даетъ намъ право заклю- 
чить, что мы имбемь здЪсь предъ собой совершенно безпредметное | 
выраженіе. 

Справедливо, что рядъ, о которомъ мы говорили, получается 
отъ продолженнаго до безконечности дћленія на 2 = 1 + 1, но, 
именно потому, что это дЪленіе даетъ всегда остатокь (здЪсь, по- 
перемЪно, то — а, то + а), всЪ ряды, которые получаются такимъ 
образомъ, только тогда представляютъ истинное значеніе частнаго 


а А 
(здЪсь 2 ), когда остатки, получаемые при дальн5йшемъ дбленій, стано- 


вятся меньше каждой, сколь угодно малой величины, какъ это имбеть 
місто для разсмотріннаго въ $ 18 ряда а +- ае | ае? |... іп Е, 
который получается отъ дбленія а на 1 -—е, при е < 1. Если-же, 
какъ въ разсматриваємомь случаЪ, е = 1 или даже е > 1, такъ 
что остатки возрастаютъ тЪмъ болЂе, чЪмъ дольше продолжается 
дЪленіе, то нЪтъ ничего понятнЪе, какъ то, что невозможно значе- 


А а 
не ряда положить равнымъ частному 1 ў, Ибо какимъ образомъ 


1 
можно было-бы, напримъръ, положить ле равной знакоперем%н- 


ному ряду 
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1—10 - 100 — 1000 10000 — 100000 --... іп іпі., 


получаемому продолженнымъ въ безконечность дЪленемъ 1 на 1-10? 
Кто-бы захотЪлъ считать рядъ 
1-10 + 1004-1000 +4... м іпі., 
составленный изъ однихъ положительныхъ членовь, равнымъ отри- 
1 А 1 

цательной величині — о ‚ только потому, что разложеніе ш - 5 
ведеть къ этому ряду? ТЪмъ не менбе, упомянутый выше М. В. 5. 
защищаетъ и такія суммованія и хочеть доказать, напримЪръ, 
справедливость равенства 


То ВО о 32 60--128.:. іп їн = С 
только на томъ основаніи, что 


хакфені Р9--8416--32.-642-... 
а 16 ДОА) аа 


При этомъ упущено опять изъ виду, что рядъ, содержащійся въ 
скобкахъ, вовсе не тождественъ съ первоначальнымъ, такъ какъ 
онъ уже не имбеть того-же количества членовъ. Что это выраже- 
не также безпредметно, обнаруживается подобно тому, какь и въ 
раньше разсмотрінном»ь случаЪ, потому что и это выраженіе ведетъ 
къ противорЪчю. Въ самомъ ділі, съ одной стороны, должно было- 
бы быть: 
1— 244—8 + 16 — 32 - 64 —... 
=1+(—2+4)+(—8-+16) + (— 32+ 64)-... 
=1+2 8-32 - 64 +... 
Съ другой стороны, также вірно, что разсматриваемое выраженіе 
=(1— 2) + (4—8) - (16 — 32) + (64 —128)-... 
=—1—4—-16— 64 —... 


Такимъ образомъ, двумя правильными способами получается сперва 
безконечно большое положительное значеніе, затібмь безконечно 
большое отрицательное значене одного и того-же выражения. 


$ 33. 


Итакъ, если мы не желаемъ впадать въ заблужденя въ на- 
шихъ вычисленіяхъ безконечнаго, то мы не должны никогда позво- 
лять себЪ считать, что двЪ безконечно большія величины, происшед- 
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шія оть сложенія членовь двухъ безконечньхь рядовь, равны или 
что одна больше или меньше другой на томъ только основаніи, что 
каждый членъ одного ряда соотв%тственно равенъ, больше или 
меньше нЪкотораго члена другого ряда. Столь же мало мы им%емъ пра- 
во считать одну сумму ббльшей только потому, что она заключаетъ 
всЪ члены другой суммы и, кромЪ того, еще много, даже безконеч- 
но много, другихъ (положительныхъ) членовь, которьхь н$тъ въ 
другой суммЪ. Несмотря на все это, первая сумма можетъ быть 
меньше, даже въ безконечное число разъ меньше, чЪмъ вторая. 
ПримЪръ этого представить намъ очень извЪстная сумма квадра- 
товъ всЪхъ натуральныхъ чисель, если мы сравнимъ ее съ суммой 
первыхъ степеней этихъ чиселъ. Конечно, никто не станетъ 
оспаривать, что каждый членъ ряда всЪхъ квадратовъ 


1222 4- 3° + 4° + 5° -| 62 4 7° + 82 + 92-10? 


+... м Ш = | 2 
144494 16+ 25 + 36 + 49 + 644 81 + 100 5 
+... м Ш = 


будучи также натуральнымъ числомъ, встрЪчается и въ ряду всЪхъ 
первыхъ степеней натуральныхъ чисель 


а оао 
1 
+ 13414415416... м іп = $; 


точно также никто не станетъ оспаривать, что въ посл%днемъ ряду 

1 2 

5, кром всбхь членовъ ряда 5, содержится еще много, даже без- 
2 

конечно много членовъ, отсутствующихь въ ряду 5, такь какъ они 


2 

не квадратныя числа. ТЪмъ не менбе, $, сумма всЪхъ квадратовъ, 
1 

вовсе не меньше, а, напротивъ того, безспорно, больше $, 


суммы первыхъ степеней всЪхъ чисель. Въ самомъ ділі, во-первыхъ, 
количество членовъ въ обоихъ рядахъ (если они еще не раз- 
сматриваются, какъ суммы и потому не разлагаемы на произволь- 
ное количество частей) навЪрное одно и то же, несмотря на всю ка- 
жущуюся вЪрность о Возвышая т квадратъ каж- 


дый отдільньй членъ ряда 5 при образованіи ряда $, мы измЪняемъ 


только свойство (величину) этихъ членовъ, а не ихъ количество. 
1 2 і 
Если-же множество членовь 5 и 5 одно и то же, то очевидно, что 
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4 1 

$ должно быть много больше, чЪмъ 5, такъ как», за исключеніемъ 
2 

перваго члена, каждый изъ остальныхъ членовь $ рЪшительно 


1 
больше соотвЪтствующаго члена 5. Такимъ образомь, разсматривая 
2 2 1 
$, какъ величину, мы видимь, что 5 заключаетъ въ себЪ $, какъ 


часть, и содержитъ въ себЪ еще другую часть, которая представ- 


ляетъ опять безконечный рядъ съ такимъ-же числомъ членовъ, какъ 
1 
и 5, а именно: 


0, 2: 6,12,20:30, 42,56... п (п-- 1)... їп їпі.; 


Въ этомъ ряду, если исключить два первыхъ члена, всЪ сльдующіе 
члены больше соотвЪтственныхъ членовъ въ 8, такь что сумма 
ціблаго ряда опять безспорно больше, ч$мъ $, Если мы отнимемъ 
оть этого остатка снова рядъ 8, то мы получимъ въ качествЪ вто- 


рого остатка рядъ съ тЪмъ-же самымъ количествомъ членовь 
0.3.6.15. 2435.48, п (п--2).... іп Ш: 


за исключеніемъ трехъ первыхъ членовъ всЪ слЪдующіе снова бу- 
1 
дуть больше тЪхъ-же по порядку членовъ въ 5, такъ что и этотъ 
1 
третій остатокь слфдуетъ считать безспорно ббльшимъ, чЪмъ 5. А 


такь какъ эти заключенія могуть быть продолжены до безконечно- 


2 
сти, то ясно, что сумма 5 вь безконечное число разь больше сум- 


1 
мы 5, такъ какъ вообще имбемь 


2 1 
$ — м5 = (1 — т) 4 (2% — 2 т) - (32 -- З т) + (42-- 4 т) + 
Ф... (т? — т?) +... п (п —– т) Б... іп іп; 

и въ этомъ ряду только конечное число отрицательныхъ членовъ, а 

именно, только т — 1 первыхъ членовь, т-тый членъ = 0, всб-же 


остальные имБють положительнья значенія и возрастають до безко- 


нечности. 
$ 34. 


Прежде, чЪмъ разъяснить надлежащимъ образомъ неправиль- 
ность утвержденій, упомянутыхъ уже въ $ 31-омъ, мы должны опре- 
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дблить понятіе о нулі точніе, чбмь это дЪлается обыкновенно 7). 
Безспорно, всЪ математики связываютъ со знакомь 0 лишь 
такое понятіе, которое позволяетъ всегда написать оба слЪдующихъ 
равенства: 
1. АА=О0, ША 0:= А, 


независимо отъ того, какое выраженіе представляетъ А: соотвЪт- 
ствуетъ-ли оно дЪйствительной величин, или совершенно безпредмет- 
но. Каждый согласится, что это возможно только при условіи, что 
мы разсматриваємь знакь 0 не какъ представленіе дЪйствительной 
величины, но просто, какь отсутстве величины, а изображене А + 0 
мы разсматриваемъ, какъ требованіе, состоящее въ томъ, чтобы къ 
величин, которую мы обозначимъ черезъ А, не было ничего 
прибавлено и чтобы ничего отъ нея не было отнято. 
Ошибочно было-бы думать, что для полнаго опредбленія понятія 
которое математики связываютъ съ этимъ знакомъ, достаточно про- 
стого опредбленія, состоящаго въ томъ, что нуль есть безпредмет- 
ное представлене величины. Въ самомъ дЪлЪ, извЪстно, что суще- 
ствують и другія употребительныя въ математикЪ обозначенія вели- 
чинь, которыя также безпредметны, но которыхъ мы не можемъ 
считать равными нулю, какъ напримЪръ, знакъ, получившій такую 


важность въ анализЪ, У 1. Если-же мы опредблимь точнЪе зна- 
ченіе знака 0, говоря, что его слідуеть такъ понимать, чтобы оба 
уравненія Ги П всегда имбли місто, то мы установимъ понят, 
которое, съ одной стороны, настолько широко, насколько этого тре- 
буетъ обычное употреблене и интересы науки, съ другой-же сторо- 
ны, Достаточно узко для того, чтобы не допустить неправильнаго 
употребленія его. 

Требованіе, чтобы равенства 1 и І всегда выполнялись, не 
только опредбляєть особымъ образомъ понятіе о нулЪ, но, если 
присмотрЪться ближе, то окажется, что и понятія о сложеніи и 
вычитаніи, которья здісь являются выраженными при помощи 
знаковь 4+ и --, благодаря установленію зтихь равенствъ, полу- 


*) Очень охотно уступаю Г. М. ОБт?у заслугу, заключающуюся въ 
томъ, что онъ первый обратилъ внимане математиковъ (въ своемъ 
очень цБнномъ «опытЪ вполнЂ послдовательной системы математики» — 
«Уегѕисһ еіпеѕ уоНКоттеп сопѕедиепќеп Зуз{ет дег МаетайК») на труд- 
ности понятія о нул%. 
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чають нікоторое своеобразное расширеніе, которое очень полезно 
для науки. 

Польза науки требуетъ еще, чтобы понятіе объ умноженіи 
было такъ расширено, чтобы возможно было при всякомъ А (бу- 
детъ-ли оно величиной конечной, безконечно большой или безко- 
нечно малой, или просто безпредметнымъ представленіемъ величины, 
какъ наприм%ръ, У -- 1 или 0) написать равенство 


Ш. ОЖА=АХ.0=0. 


Наконець, въ интересахь науки слбдуеть обобщить насколько 
возможно и понятіе дбленія такъ, чтобы не оказаться въ проти- 
ворБчіи съ тремя установленными уже уравненіями; нужно, слЗдова- 
тельно, также въ равенствЪ 


5 А А 
№ вх (в) = (В 
дать знаку В настолько широкое значеніе, насколько это позволяють 
сдблать первыя три равенства при уже установленной общности 
ихъ. Эти три равенства допускаютъ, чтобы В означало любую вели- 
чину, конечную, также какъ и безконечно большую или безконечно 
малую, также и мнимую У — 1, но не допускають никоимъ обра- 
зомъ, чтобы считать В = 0, т. е. не допускають, чтобы былъ при- 
нять когда-либо дЪлителемъ 0 или какое-либо выраженіе, рав- 
носильное нулю. Въ самомъ ділі, такъ какь по равенству Ш 0 х А 
должно быть равно 0 при всякомъ А, то, положивъ В = 0 въ равен- 


пов А і 


т А 
ствЪ ІУ, мы найдемъ, что В < (в ) должно быть также = 0; это согла- 


суется съ требованіемъ равенства (ІУ), а именно съ тъмъ, что 
А 
Вх. (в) = А, только въ одномъ случа%ф, когда А = 0. Чтобы не впасть 


въ противорћчіе, мы должны, слФдовательно, установить правило, 
что нуль или равносильное нулю выраженіе не мо- 
жетъ быть употребляемо, какъ дблитель, въ равен- 
ств, которое должно быть чъмъ-нибудь отличным ъ 
отъ простого тождества, какъ напримЪръ: 

А А 

ой. 
Необходимость соблюденія этого правила, кромЪ только что сказан- 
наго, доказывается еще многими, крайне нелфпыми сл%дствіями, 
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которыя получаются изъ совершенно правильныхъ посылокъ, какъ 
только мы допустимъ дбленіе на нуль. 

Пусть а будеть какой-либо вещественной величиной; тогда, 
если-бы было возможно дбленіе на выраженіе, равнозначное нулю, 
какь напримЪръ, на 1 — 1, то по извЪстному, конечно, совершенно 
правильному методу дбленія получилось-бы слЪдующее равенство: 


а а 
Е бе в сое А 


въ которомъ можетъ быть любое количество слагаемыхъ вида а. 


а) 
Если-же мы отнимемъ отъ обЪихъ частей одно и тоже выраженіе їз 


у 


то получится въ высшей степени нелЪпое равенство 


а--аа-...- а = 
Если а и Ё пара различньхь величинь, то будуть имбть м%- 
сто слБдующ два тождества: 


а- 0 = а-– 6 
Б—а= Б — а; поэтому сложеніе даетъ 


а—а = ЬЬ или 
а (1—1) = (1—1). 


Если-же можно ділить объ части равенства на множителя, 
равнаго нулю, то мы получимъ неліпьй результать а = при вся- 
кихъ а и Б. Впрочемь, всбмь извЪстно, что при болће длинныхъ 
вьчисленіяхь слишкомъ легко натолкнуться на неправильный резуль- 
татъ, отбрасывая множителя общаго обЪимъ частямь уравненія, не 
убЪдившись предварительно, что онъ не равенъ нулю. 
$35: 


Теперь легко будетъ показать, какъ неправильно обычное 
утвержденіе, что не только безконечно малая величина высшаго по- 
рядка въ соединеній помощью сложеня или вычитаня съ конечной 
величиной, но также каждая конечная, даже безконечно большая вели- 
чина всякаго, сколь угодно высокаго порядка, въ соединеній помощью 
сложенія или вычитанія съ другой безконечно большой высшаго по- 
рядка исчезаетъ, подобно простому нулю. Если сказан- 
ное слЪдуетъ понимать такимъ образомъ (а въ обыкновенномъ из- 
ложеніи, которое еще болће неосмотрительно, чфмъ употребленныя 
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нами выраженія, не предупреждають противь такого ложнаго толко- 
ван!я), —если это, говорю я, слбдуеть понимать такъ, что въ ком- 
плексб двухъ величинъ М + т, изъ которыхъ первая въ безконеч- 
ное число разъ больше второй, можно вторую выбросить, даже и 
въ томъ случаЪ, когда въ дальнфйшихъ вычисленіяхъ величина М 
сама исчезнеть (наприм%ръ, вслЪдствіе вычитанія равной ей вели- 
чины), то мн незачфмъ и доказывать ошибочность этого правила. 

Мнбф скажуть, однако, что это слідуєть понимать иначе. Счи- 
тая величины М и М + т равными, этимъ не хотять еще выразить, 
что онб дають одинь и тотъ-же результать, когда въ продолжене 
вычислений онЪ войдутъ въ новыя соединенія помощью сложенія или 
вычитанія; равенство-же ихъ состоитъ только въ томъ, что он% да- 
дуть одинаковые результаты при процессъ измЪрен!я именно вели- 
чиною №, которая, будучи одного съ ними порядка, находится къ 
одной изъ нихъ въ конечномъ (слЪдовательно, вполнЪ опредбли- 
момь) отношени. Для утвержденія, что величины равны между со- 
бою, невозможно, правда, требовать меньше. Но удовлетворяютъ-ли, 
по крайней м%р%, этому требованія М и М - т? Если одна изъ 
нихь, напримбрь, М, находится въ ирраціональномь отношеній къ 
мір №, то при самомь обыкновенномъ способЪ измбренія, при 
которомь кь любому числу 4, какь-бь ни бьло оно велико, ищутъ 
другое число р такого свойства, что 


ай 
> = р 


М+ т 
можетъ случиться, что также и ~ М — заключается постоянно ВЪ 


тіхь-же границахъ, т. е. что 
Еа 
М 4 9 
. М 1 
Но если отношене м будетъ рацюнальнымъ, то существуетъ число Ч, 


для котораго 


М + т 
— › напротивъ того, или >> или < я ‚и здБсь, очевидно, об- 


наруживается разница между этими величинами даже по сравненіи съ 
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обыкновенными (конечными) числами. Какимъ-же образомъ мо- 
жемъ мы ихъ назвать равными? 


$ 36. 


Чтобы избЪжать подобньхь противор%чій, многіе математики 
прибЪгали, по примбру Эйлера, къ опредбленію, состоящему въ 
томъ, что безконечно малыя величины, на самомъ дбль,-про- 
стые нули, безконечно большія —частныя, которыя произошли отъ 
дбленія конечнаго числа на простой нуль. Это опредћленіе оправды- 
вало съ избыткомъ исчезновеніе или отбрасываніе безконечно малой 
величины въ соединеніи ея посредствомъ сложенія съ конечной, но 
зато тъмъ трудне оказалось сдблать понятнымъ существованіе без- 
конечно большихъ величинъ и возможность полученія конечной 
величины отъ дБленія двухъ безконечно малыхъ или безконечно 
большихъ величинъ, а также существованіе безконечно малыхъ и 
безконечно большихь величинъ высшихъ порядковъ. Въ самомъ ділі, 
безконечно большая величина являлась такимъ образомъ, какъ ре- 
зультатъ дЪленія на нуль или на выраженіе, равнозначное нулю 
(т. е., собственно, безпредметное представленіе); она получалась, слЪ- 
довательно, способомь, запрещеннымъ законами вьчисленій; на всЪхъ 
же конечныхъ или безконечныхъ величинахъ, которыя получались отъ 
ДЪленя безконечнаго числа на безконечное, лежало многократное 
пятно незаконнаго происхождения. 

Что, повидимому, больше всего говоритъ въ пользу правильно- 
сти этого вычисленія сь нулями, это способъ, которымъ вычисляется 
значеніе величины 1/, зависящей отъ перемЪнной х, значеніе, опре- 
дБляемое уравненіемъ 


въ томъ частномъ случа, когда извЪстное значеніе х = а обра- 
щаетъ въ нуль или одного знаменателя этой дроби, или вмЪстЪ чис- 
лителя и знаменателя. Въ первомъ случа, когда Фа = 0, а Ка 
остается величиной конечной, приходять къ заключенію, что у сдћ- 
лался безконечно большимъ. Во второмъ-же случа, когда 
Фа, также какъ и Ёа, равно нулю, приходятъ къ заключенію, что 
оба выраженія Фх и Ёх содержать по одному или по н%скольку 
разь сомножителя формы (х — а) и поэтому должны быть сл$дую- 
щаго вида: 
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Фх= (х — а)". эх; Ех = (х--а)". 


при чемъ ох или јх могуть представлять постоянныя величины, 
Если теперь т > п, то приходять къ заключенію, что послЪ со- 


5 ЕХ Р 
кращенія дроби Фа неизмБняющаго ея значенія, знаменатель для 


х=а все еще дблаєтся нулемъ; поэтому утверждають, что значеніе 
х = а даетъ безконечно большое значеніе для у. Если-же т=и, то 


Га 
конечная величина, которая выражается дробью ат будеть истин- 
5 


а ПОЕТО М 
нымъ значеніемъ и, такъ какъ должно быть жо ‚ Если нако- 
ох 
4 


нець т < л, то, въ виду того, что 


хи. м 
Фх 


Е 


эх 


при х = а, обращается въ нуль, приходять къ заключенію, что зна- 
ченіе х = а обращаетъ въ нуль величину у. 


Я думаю объ этомъ способі слфдующее: если значеніе у, отвъ- 
чающее х= а, въ приведенныхъ случаяхъ считается безконечно 
большимъ, то это, очевидно, можетъ быть случайно правильнымъ 
только тогда, когда величина у принадлежитъ къ роду тЪхъ, кото- 
рыя могутъ дблаться также и безконечно большими. Этотъ ре- 
зультать не вытекаетъ, однако, изъ даннаго выраженія, которое тре- 
буетъ дбленія на нуль. Изъ того только обстоятельства, что ска- 
зано, что значеніе у всегда одно и то же, а именно то, которое 


опредбляєтся даннымъ выраженіемъ можно сдблать заключеніе 


Ех 
Фх' 
о свойствЪ величины у для всбхь тЪхъ значеній х, которыя да- 
ють дбйствительную величину, но не для тіхь значеній х, при 
которыхъ это выраженіе становится безпредметнымъ, какъ это бы- 
ваетъ въ случаб, когда его знаменатель или его числитель, или оба 
дблаются нулями. Конечно, можно сказать, что величина у въ пер- 
вомъ только случа, когда Фх = 0, больше всякой данной вели- 
чины; во второмъ-же случа, гдь Рх = 0. меньше всякой данной 
величины; въ третьемъ случаЪ, наконецъ, когда 8 заключаетъ оди- 


Фх 


наковое число сомножителей вида (х — а) въ числителЪ и знамена- 
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зоба 
телф, приближается къ значенію —— такъ близко, какъ только угод- 
фа 


но, если значене х будеть сколь угодно приближено къ а. Однако, 
изъ всего этого не слЪдуетъ ничего относительно свойствъ этого 


Е 


значенія тамъ, гд выраженіе - безпредметно, т. е. не имб- 


Я $ 
етъ никакого значенія, потому что принимаєть форму 0 или о’ Или 


0 Е 
даже И: Въ самомъ дЪлЪ, предложене о равенствЪ двухъ дробей, 


изъ которыхъ одна отличается отъ другой только тЪмъ, что отбро- 

шень общ сомножитель въ числителЪ и знаменателЪ, справедливо, 

конечно, во всЪхъ случаяхъ, за исключеніемъ одного, когда этотъ 

сомножитель нуль. Иначе, съ такимъ-же правомь, сь какимъ мы 
2020 


пожелали-бы тверждать, чт —— =: — 
і асо Е Е 


-» можно было-бы утверждать, 


что любая величина, наприм%ръ, 1000 = Е. Въ самомъ дЪл%, точ- 
но также вірно то, что 3000.0 = 0, какъ и то, что 2.0 = 0. По- 
2102 

этому, если можно положить 3 0- 3 ' ТО можно также положить 
2х (3000.0) (2.3000).0 2.3000 
оО Дао. 

Ошибка въ заключен, которая бросается здЪсь въ глаза, 
только отъ того была менфе замфтна выше, что тамъ дЪлене на 
множителя х — а, равнозначнаго нулю, производится въ такой фор- 
мі, ксторая скрываетъ это нулевое значене. А такъ какь отбра- 
сываніе общаго сомножителя во всякомъ другомь случаЪ позволи- 
тельно, то съ тъмъ большей увбренностью позволяютъ себЪ по- 
ступать такъ и въ этомъ случаї, что значеніе у оказывается какъ 
разь такимь, какимъ его ожидають,--а именно, когда оно конеч- 
ное, то оно является такимъ, какимъ оно должно быть по закону 
непрерывности; оно оказывается равнымъ нулю, когда смеж- 
ныя сь нимъ значеня стремятся къ нулю, —и безконечно 
большимъ, когда смежныя сь нимъ возрастаютъ до безконечно- 
сти. Забываютъ при зтомь, однако, что закону непрерывности не 
подчиняются вс перемнныя величины, что величина, которая ста- 
новится сколь угодно малою, всл%дствіе того, что значеніе х дћла- 


= 1000. 
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ють сколь угодно близкимъ къ значеню а, еще не должна по этой 
причині сдблаться равной нулю для х = а; и что, точно также воз- 
растая до безконечности, съ приближеніемъ х къ а, она не должна 
сдблаться дЪйствительно безконечной для х = а. Въ геометріи имен- 
но имЪется безконечно много величинъ, не подчиняющихся закону 
непрерывности, наприм%ръ, величины линій и угловь, которыя слу- 
жать для опредбленія периферіи и поверхности многоугольниковъ и 
многогранниковъ, и многія другія. 


$ 37. 


Хотя въ принятомъ до настоящаго времени изложеніи ученія 
о безконечномъ можно указать, —и не безъ основанія, по мо- 
ему мнінію,--много важныхъ недочетовъ, однако извЪстно, что ре- 
зультаты, по большей части, получаются совершенно вЪр- 
ные, если только слЪдовать съ надлежащей осмотрительностью 
правиламъ, общепринятымъ въ исчисленіи безконечнаго. Такіе ре- 
зультать не могли-бы никогда получиться, если бы не существовалъ 
дЪйствительно безупречный способъ пониманія этого метода исчис- 
ленія и употребленія его. Я охотно допускаю, что только этотъ спо- 
собъ и былъ тъмъ, который неясно рисовался въ умЪ остроумныхъ 
изобрітателей этого метода, хотя они и не были еще въ состояніи 
изложить вполн ясно свои мысли въ этомъ направленіи, что въ 
трудньйшихь случаяхъ удается обыкновенно только посл много- 
кратныхъ попытокъ. 

Да будеть мні дозволено указать здісь въ немногихъ чер- 
тахъ, какь, по моему мнінію, слЪдуетъ понимать этотъ методъ, чтобы 
считать его вполні обоснованнымъ. Достаточно будетъ поговорить о 
премЪ, который слбдуеть соблюдать въ дифференціальномь 
и интегральномъ исчисленіи, такъ какъ методъ исчисле- 
нія безконечно большихъ величинъ вьтекаєть уже отсюда по 
простой противоположности, особенно послі всего того, что сдЪлалъ. 
СацсНу въ этомъ направлении. 

А именно, я не нуждаюсь вовсе въ томъ стЪснительномъ. 
предположеній (которое считалось необходимымъ), что разсматри- 
ваемыя въ вычисленіи величины могутъ становиться безконечно 
малыми, —ограничен!е, которое исключаетъ изъ области приложенія 
этого метода исчисленія всЪ ограниченныя величины времени и про- 
странства, а также всЪ силы ограниченныхъ субстанцій, слЪдова- 
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тельно, въ сущности, всЪ величины, опредбленіе которыхъ для насъ 
наиболЪе важно. Я требую только, чтобы эти величины, въ случа%, 
если онЪ перемЪнныя, но не произвольнья перемЪнныя, а зави- 
сящія отъ одной или нісколькихь другихъ величинь, имбли свои 
производныя (ипе Їопсіїоп дегіубе, по опредбленіе І. асгапее'а), 
если не для всбхь значенй опредбляющихь величин, то, 
по крайней м®р%, для тЪхъ значеній, къ которымъ исчисленіе долж- 
но быть приложено. Другими словами, если х одна изъ произволь- 
но измфняющихся величинъ, а у = Їх, зависящая отъ нея величина, 
и если наше исчисленіе должно дать правильный результатъ для 
всбхь значеній, содержащихся между х= а и х= Р, то у должно 
зависть отъ х такимъ образомъ, чтобы для всЪхъ значеній х, со- 
держащихся между а и Ё, частное 
ду #(х х) — Їх 
К Ах д 

получаемое отъ дћленія приращенія у на соотвЪтствующее ему при- 
ращеніе х, подходило бы къ постоянной или къ зависящей только 
отъ х величин [Рх сколь угодно близко, если только Ах будетъ 
взято достаточно малымъ; затЪмъ оставалось бы столь близкимъ или 
приближалось бы еще больше, если Ах будеть еще уменьшено *). 

Если дано уравненіе между х и у, то очень легкимъ и извЪст- 
нымъ дбломь является нахожденіе производной отъ у. Если, на- 
примЪръ, 
(1) у? = ах? - аз, 
то для каждаго Ах, которое лишь нгравно нулю, имЪемъ: 
(2) (у + Ау)? = а(х-- Ах) + аз, 


откуда, слЪдуя извЪстнымъ правиламъ, получимъ : 


(3) Ау _ 2 ах аАх 
Ах. Зу’ зулу Ау? 
2 ах Зау Ах — баху Ау — 2ахАу? 
зу | 9у РУ Зуу 


*) Можно доказать, что всЪ зависимыя перем'бннья ве- 
личины, если только он вообще опред лимы, должны сл®довать 
этому закону въ такой мЪрЪ, что исключеня могуть встр$чаться, если 
и въ безконечномъ множеств, всегда однако только для изолиро- 
ванныхъ значеній ихь произвольныхъ перем $ нныхъ. 
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Искомая-же производная функція отъ функцій у или (по 
обозначенію І аєтапее'а) у’ будетъ 


2 ах 
Д 
ЗУ 
т. е. функція, которая получается изъ выражен! я 


если послі надлежащаго его преобразованія, состоящаго въ томъ, 
что мы въ числителЪ и знаменател отдЪлимъ члены умножаемые на 
Ах или на Ау отъ остальныхъ членовъ, т. е. придадимъ ему видъ 


2 ах - аАх 
Зу? -Зулу Ау’ ' 
положить Ах и Ау = 0. 


Мн незачъмъ говорить о томъ, въ сколь многихь отноше- 
ніяхь полезно нахожденіе этихъ производныхъ; а также, какимъ 
образомъ вычисляется съ помощью этихъ производныхъ каждое ко- 
нечное приращеніе у, соотвЪтствующее конечному приращенію х, и 
какимъ образомь, если дана, наобороть, только производная /'х, 
можетъ быть опредълена первоначальная функція /х до постоянной. 

Но такъ какъ мы получаемъ (что и было только что замЪче- 
но) производную функцію зависимой величины у въ отношеніи къ 
ея перем%нной х, полагая Ах и Ау = 0 въ выраженіи 

Ау 

Ах’ 
посл того, какъ оно преобразовано такимъ образомъ, что ни Ах, 
ни Ау не являются нигдЪ дблителями, то можно съ удобствомъ 
представить производную съ помощью такого изображенія, какъ 


а М 
т если мы при этомъ скажемъ, что, съ одной стороны, 


А рів. 
всЪ Ах, Ау, являющіеся въ преобразованномъ выраженіи Ди или 


написанные вмЪсто нихь 4х, Фу, должны разсматриваться и быть 
употребляемы, какъ простые нули; и что, съ другой стороны, 
Чу 


на ах слдуетъ смотръть не какь на частное, а только какъ на 


символь производной отъ у по х. 
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Ясно, что подобный премъ не заслуживаетъ ни въ какомъ 
случаЪ упрека въ томь, что при употребленій его разсматриваются 
отношенія между величинами, которыя вовсе не существують (нуля 
къ нулю), такъ какъ подъ этимъ изображеніемъ ничего другого, 
кром простого знака, не разумБютъ. 

ДалЪе, также безупречнымъ будетъ и то, что мы обозначимъ 
а?у 
ах? 
висящую только отъ х (или можетъ быть и постоянную) величину, 
къ которой частное 


черезъ вторую производную функцію отъ у по х, т. е. ту за- 


А?у 

Ах 
подходить сколь угодно близко, если только взять Ах произволь- 
но малымъ, и будемъ понимать это такимъ образомъ, что величины 


5 - ААУ 
Ах, Ау, являющіяся въ разложеніи ах! МЫ будемъ разсматри- 
; а?у 
вать и употреблять, какъ простые нули; въ изображеніи же Зз МЫ 


будемъ видфть не дбленіе нуля на нуль, но только символь 
2 


- У 
функцій, въ которую обращается разложеніе 55 послі указаннаго 
изм%ненія. 
ду Фу 
Предполагая, что символы аш имБють эти значе- 


нія, мы можемъ строго доказать, что для каждой перемЪнной 

у = Їх, 
зависящей опредбленньмь образомъ отъ произвольной перемЪнной 
х, за исключеніемъ лишь извЪстныхъ изолированныхъ значеній х и 
А х, имбетъ місто уравненіе: 


ах. Ах’ ОЗГЕ Ах пет 


Е (Хх Ах) = ёх + Ах. Т 


о-в 138 084 
4х а(х-ьдх) 
РЛ а ах" Е 


ИРЕТ 2 
гд р < 1%). 


*) Доказательство этого предложенія для всякаго рода зависимости 
перемЪнной у отъ х, будетъ-ли эта зависимость извібстной и выражае- 
мой при помощи извЪстныхъ до настоящаго времени знаковъ, или нЪтЪ, 
— давно уже написано авторомъ и, быть можеть, будеть вскорЪ опубли- 
ковано. Примтч. издателя. 
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ВсБмъ извЪстно, сколь много важныхъ истинъ общаго ученія 
о величинахъ (особенно ` такъ называемаго высшаго анализа) можетъ 
быть обосновано съ помощью этого одного равенства. Но и въ при- 
кладномъ учени о величинахъ, въ ученіи о пространствЪ (геомет- 
ріи), въ ученіи о силахь (статикЪ, механик% и т. д.) это уравненіе 
открываетъ путь къ рЪшенію труднйшихъ задачь, напримъръ, къ 
спрямленію линій, къ вычисленію величины поверхностей, объемовъ 
тіль, безь предположенія о существованій безконечно малыхъ, ко- 
торое здЪсь составляло-бы противор%чіе, и безъ помощи какой-либо 
такъ называемой аксюмы, какъ напримЪръ, извЪстной аксюмы Архи- 
меда и многихъ другихъ. 

Но если возможно установить уравненіе такого рода, какъ 
наприм%ръ, формула для спрямленія кривыхъ въ прямоугольной сис- 
тем координатъ 


45 гд м аа 

РЦ “ах ах 
въ выше изложенномъ значеніи, то будеть также возможно, безъ 
опасенія ошибки, написать уравненія, подобнья слЗдующимъ: 


а (а 0х + сх? + 4х3 -....) = Бах +- 2 схах + ах?йх +... 
95° = ах? - йу? -- 12? ; 
или, если т означаетъ радіусь круга кривизны для линіи одной 
кривизны: 
РЕ. р 
— фу. ах’ 


и много другихъ, въ которыхъ мы не разсматриваемъ знаки ах, 4у, 4х, 
дз, 4?у и т. д., какъ знаки дЪйствительныхъ величинъ, а считаемъ 
ихъ, напротивъ того, равнозначными нулю. При этомъ мы раз- 
сматриваемъ все уравненіе, только какъ такое сое- 
диненіе знаковъ, которое при производствъ надъ 
нимъ преобразованій, установленныхъ правилами 
алгебры для символовъ дъйствительныхъ величинь 
(здбсь, слБдовательно, также дћленіе на ах и т. п.), никогда не 
даетъ неправильнаго результата въ томъ случаб, 
когда окажется возможнымъ освободить объ части 
уравненія отъ 4х, ду ит. д. 
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Легко понять, что это дЪйствительно справедливо и что иначе 
и быть не можетъ. Потому что, если уравненіе 


правильно, то какъ-же могло-бы быть неправильнымъ уравнене 
45° = дх? - ду?, 


изъ котораго, по только что упомянутому способу, можно сейчасъ- 
же вывести первое. 

Легко, наконець, понять, что не будеть ошибки, если мы въ 
какомъ-нибудь уравненіи, заключающемъ въ себЪ знаки 4х, 4у...., 
сь самаго начала выбросимъ для сокращенія всЪ тЪ слагаемыя, о 
которыхъ мы напередь точно знаемъ, что они исчезаютъ въ концЪ 
вьчисленій, какъ равнозначныя нулю. Такъ, если, напримірь, мы 
получили послЪ нЪкоторыхъ вычисленій вытекающее изъ равенствь 
1 и 2 уравнене 


Зу?.ду- Зулу? -- Ауз = 2ахАх-аАх?, 


которое, при переходЪ къ символамъ, равнозначнымъ нулю, прини- 
маетъ видъ 


3 у?.ду--Зу.д4у?--4уз =2ах. ах -а. дх?, 


то мы можемъ тотчасъ-же замфтить, что слагаемыя, которыя заклю- 
чають высш я степени 452, @у?, 4х?, во всякомъ случаЪ исчезнутъ 
въ конці концовъ; поэтому можно сразу положить 


Зу? ау = 2ахах, 


откуда немедленно получается искомая производная отъ 7 по х 


Въ заключеніе скажемъ кратко, что весь зтоть пріемъ осно- 
вывается на положеніяхъ, совершенно подобныхъ тъмъ, которыя 
служатъ основаніемъ исчисленія такъ называемыхъ мнимыхъ ве- 
личингь (которыя, также какъ наши 4х, йу... , суть только простые 
символы) или найденнаго въ посл®днее время сокращеннаго метода 
дЪленія и другихъ подобньхь сокращенныхъ методовъ вычисленій. 
ЗдЪсь именно такъ же, какъ и тамъ, для оправданія употребляемаго 
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према, достаточно придавать вводимымъ символамъ (ах, ах а". 
Р Д : 
ИТ, теу п.) только такія значенія и про- 


изводить надъ ними только такія преобразованія, чтобы каж- 
дый разь, когда въ конц концовъ появятся, вмЪсто 
безпредметньхь символовъ, символы, обозначаю щіе 
настоящія величины, объ части уравненія были 
дъйствительно равны между собою. 


$ 38. 


Если мы обратимся къ прикладной части ученя о величинахъ, 
то мы встрЪтимъ первые парадоксы въ области ученія о време- 
ни въ самомъ понят!и о времени, особенно, поскольку оно 
должно быть непрерывнымъ протяженіемъ. Но столь из- 
вібстнье уже съ древнихь времень кажущіяся противор%- 
чія, которыя считались содержащимися въ понятій о непрерыв- 
номъ протяженіи, континуумЪ, тяготбють равнымъ образомъ 
на протяженій времени, пространства и даже матери, поэтому мы и 
будемъ разсматривать ихъ одновременно. 

Конечно, было замЪчено, что все протяженное, по самбму сво- 
ему понят, должно состоять изъ частей; замбтили далЪе, что не- 
возможно объяснить безь ложнаго круга существоване протяженна- 
го составленіемъ его изъ частей, которыя сами имфютъ протяженіе, 
но, тБмь не менбе, усматривалось также противорічіе въ предполо- 
женіи, что протяженное происходить отъ соединенія частей, не 
имющихъ протяженія, безусловно простыхъ (точекъ во времени или въ 
пространствъ, атомовъ, т. е. простыхъ субстанцій, во вселенной въ 
области дійствительности). 

На вопрось, что представляется въ этомъ посліднемь объяс- 
неніи страннымъ, отв$чали одно изъ двухъ: или, что свойство, ко- 
торое не принадлежитъ ни одной изъ частей, не можетъ принадле- 
жать цілому, или-же, что между любыми двумя точками, какъ во 
времени, такь и въ пространствЪ, и точно также между любыми 
двумя субстанціями, существуєть всегда нікоторое разстояніе, такъ 
что онЪ не могуть образовать континуума. 

Но, чтобы замЪфтить несообразность этихъ возраженій, дЪйстви- 
тельно, нБтъ надобности въ долгихъ размышленяхъ. Если части 
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не обладають нЪкоторымъ свойствомъ, то должно-ли оно также от- 
сутствовать въ цфломъ? Наоборотъ, каждое цфлое имбеть, и дол- 
жно им%ть, много свойствъ, которыя не принадлежать частямъ. Ав- 
томать имбеть свойство подражать почти до неузнаваемости дви- 
женіямь живого человЪка; отдЪльныя же его части, пружины, колеса 
и т. д. лишены этого свойства.—Что любыя двЪ точки времени от- 
дђлены одна отъ другой безконечнымъ множествомъ точекъ, лежа- 
щихъ между ними; что между любыми двумя точками пространства 
тоже лежитъ безконечное множество точекъ; что даже: въ области 
дЬйствительности между любыми двумя субстанщями существуетъ 
еще безконечное множество другихь субстанцій, —со всЪмъ этимъ, 
конечно, слЪдуетъ согласиться,--но вытекаетъ-ли отсюда слЪдстве, 
заключающее въ себЪ противорічіе? Отсюда слідуеть только то, что 
дв точки, три, четыре, любое конечное множество точекъ не об- 
разуеть еще протяженія. Со всЪмъ этимъ согласны и мы; мы даже 
признаемъ, что и безконечнаго количества точекъ не всегда доста- 
точно для того, чтобы образовать континуумь, наприм%ръ, самую 
короткую лин, если эти точки не им'ють надлежащаго распре- 
дФленія. А именно, если мы попытаемся уяснить себЪ понятіе, 
которое мы называемъ непрерывнымъ протяженіемъ, или 
континуумомъ, то мы принуждены будемъ признать, что конти- 
нуумь существуетъ тамъ, и только тамъ, гдЪ имбется совокупность 
простыхъ предметовь (точекъ во времени или въ пространств или 
субстанцій), расположенньхь такимь образомъ, что каждый изъ 
нихь на каждомъ, сколь угодно маломъ, разстояній, имбеть, по край- 
ней мр, одинъ сосдній сь нимъ предметъ. Если это не имЪетъ 
міста, если, наприм%ръ, въ данной совокупности точекъ въ прост- 
ранствЪ найдется хотя-бы одна только точка, которая окружена со- 
сдними точками не настолько плотно, чтобы на каждомъ досточно 
маломь разстояніи находилась сосЪдняя точка, то мы скажемъ, что 
эта точка уединенная (изолирована), и что эта совокупность 
именно поэтому не представляетъ совершеннаго континуума. Если-же, 
напротивъ того, въ данной совокупности точекъ нътъ ни одной точ- 
ки въ этомъ смысл изолированной, сл'бдовательно, если для каждой 
изъ нихъ на каждомъ сколь угодно маломъ разстояніи существуетъ, 
по крайней мЪрЪ, одна сосбдняя точка, то нЪтъ никакихъ основа- 
ній не назвать этой совокупности континуумомъ. Иначе чего-же еще 
мы станемъ требовать? 
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«Должно требовать того», возражаютъ намъ, «чтобы каж- 
дая точка соприкасалась непосредственно съ дру- 
гой». Но въ такомъ случа ставится ‚очевидно невозможное требо- 
ваніе, заключающее въ себЪ явное противорЪче. Въ самомъ ділі, 
когда-же можно сказать, что дв точки соприкасаются? Быть мо- 
жетъ тогда, когда граница одной точки (скажемъ, правая ея сто- 
рона) совпалаетъ съ границей другой (скажемъ, съ ея лібвой стороной)? 
Но відь точки—простыя части пространства; онъ слЪдовательно, 
не имЪютъ никакихъ границь, никакой правой и л%вой стороны. 
Если бы одна точка имібла только одну часть, общую съ другой, то 
она совпадала бы съ этой точкой; а если одна изъ нихъ имЪетъ 
нічто отличное отъ другой, то онъ объ должны лежать совершенно 
отдЪльно и, слЪдовательно, между ними должно быть мЪсто еще для 
одной точки, даже для безконечнаго количества точекъ, такъ какъ для 
этой средней точки, при сравненіи ея съ другими точками, справед- 
ливо то же самое. 


«Но это все», говорять, «недоступно пониманію!» 
Конечно, этого нельзя ни осязать, ни воспринять съ помощью зрі- 
нія, но это познается умомъ и познается какъ нъчто, что должно 
быть именно такъ и не можетъ быть иначе, такъ что противор%- 
че можетъ появится только въ случаЪ, если представлять себЪ это 
иначе, т. е. неправильно. 

Однако, на это скажутъ еще: «Слишкомъ трудно представить 
себЪ въ самой малой лини скопленіе безконечно многихь точекъ, 
даже безконечное множество этихъ скопленій, какъ это приходится 
дблать, слбдуя обыкновенному ученію! В%дь мы должны быть въ 
состояній разложить самую малую линю еще на безконечное мно- 
жество другихъ линій, разлагая ее сперва на дві половины, потомъ 
эти половины опять пополамъ и такъ безъ конца!». Во всей этой 
совокупности мыслей я не нахожу ничего ни ошибочнаго, ни стран- 
наго, за исключеніемъ одного только ‘выраженя: самой малой 
лин!и. Это выраженіе, встрЪчаемое у многихъ, можно объяснить 
только недостаткомъ вниманія, такъ какъ самая малая линія вовсе 
не существуеть и не можетъ существовать, и именно о разсматри- 
ваемыхъ здЪсь линіяхь было сказано, что онЪ могутъ быть разложены 
еще на меньшія. Каждое безконечное многообразіе, не только много- 
образе точекъ, образующихълинію, можетъ быть разложенона части, ко- 
торыя сами заключають безконечнья многообразія, даже на безконечное 
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число такихъ частей. ДЪйствительно, если оо означаєть безконеч- 


: оо оо со 
ное многообразе, то аги там также будутъ безко- 


нечными многообразіями. Это заключается въ понятіи без- 
конечнаго. 

Удовлетворившись послЪ продолжительнаго обсужденія пред- 
ставленными объясненіями, намъ могуть сказать наконець: «Какь- 
же истолковать объясненія тЪхъ математиковь, которые говорять, 
что протяженное не можетъ быть составлено никакимъ, даже са- 
мымъ большимъ, накопленіемъ точекъ и не можетъ быть разло- 
жено на простыя точки, какъ-бы ни было велико множество частей, 
на которыя мы его разлагаемъ». Строго говоря, съ одной сто- 
роны, слЪдовало бы, конечно, учить, что конечное множество то- 
чекъ не составитъ никогда прогяженія, безконечное-же множество 
непремфнно составитъ его, но только тогда, когда будеть выпол- 
нено уже многократно упомянутое условіе, а именно, чтобы для 
каждой точки существовали извЪстныя сосфдня точки на каждомъ 
достаточно маломъ разстояніи. При зтомь, съдругой стороны, 
слЪдовало-бы признать, что не всякое разложеніе даннаго 
протяженія на части приводить къ простымъ частямъ, а именно, 
зтого не достигаєть никакое разложеніе на такія части, которьхь 
многообразіе конечно; далЪе, этого достигаетъ даже не всякое такое 
разложеніе, которое простирается въ безконечность (напримЪръ, 
посредствомъ послідовательнаго дбленія пополамъ), какъ мы ви- 
дбли раньше. ТЪмъ не менЪе, слбдуеть настаивать на томъ, что 
каждый континуумь не можетъ произойти въ конц концовъ ни 
изъ чего другого, кромЪ точекь, и только точекъ. При правильномь 
понимании одно согласуется съ другимъ вполнЪ хорошо. 


$ 39. 


Можно было напередъ предугадать, что несомнънныя трудно- 
сти представятся при разсмотріній свойствь того особеннаго не- 
прерывнаго протяженія, которымъ является время. Учеше о вре- 
мени должно было представлять благодарную почву особенно для 
тЪхьъ философовъ, которые, подобно скептикамъ, прилагали ста- 
ранія не къ тому, чтобы уяснить человЪческія лонятія, а къ тому, 
чтобы ихъ запутывать, находя въ нихъ всюду кажущіяся противо- 
річія. ЗдіБсь мы будемъ касаться только важнфйшихъ пунктовъ этого 
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вопроса, тъмъ болЪе, что не все, относящееся сюда, касается по- 
нятія о безконечности. 

Поставлень бьль вопрось, представляєть-ли время нічто ре- 
альное и, если это такь, то будеть-ли оно субстанщей или атри- 
бутомь и, въ первомъ случаб, если оно представляетъ изъ себя 
субстанцію, то какою она будеть, сотворенною-ли или несотворен- 
ной? Разсуждали такъ: «если время — субстанція, сотворенная, то оно 
«должно было имЪть начало, а также будеть имъть конець; слЪдо- 
«вательно, оно должно изм%няться, а потому должно нуждаться въ 
«другомъ времени, въ теченіе котораго оно бы измЪнялось. Еще не- 
«сообразнће считать время самимъ Богомъ или находящимся 
«въ немь атрибутомъ. Противополагаютъ, конечно, время 
«въ чности, но что-же такое вЪчность? Какимь образомъ возмож- 
«но, чтобы безконечное многообразіе не только мгновенй, но и ц ъ- 
«лыхъ промежутковъ времени заключалось въ одномъ 
«только, сколь угодно короткомъ, промежуткЪ, напримъръ, въ одномъ 
«мгновеній ока, каждая часть котораго также носить названіе 
«мгновенія? На самомъ ділі (говорять наконець) нЪтъ никакого 
«времени. Ибо, прошедшаго времени, очевидно, уже нЪтъ, именно 
«потому, что оно прошло; будущаго еще нътъ, такъ какь оно еще 
«будетъ; что-же касается настоящаго, то это ничто иное, какъ 
«простое мгновеніе въ самомъ строгомъ значеніи этого сло- 
«ва, мгновеніе, не имфющее продолжительности, которое, 
«слфдовательно, не можеть имЪть претензій на имя времени». 


По моимъ понятіямъ, время, безь сомнінія, не представляетъ 
ничего дЪйствительнаго въ собственномъ значеніи этого 
слова, при чемъ дійствительность приписывается только субстан- 
ціямъ и ихь силамъ. Я не считаю поэтому времени ни Богом», 
ни созданной субстанщей, ни атрибутомъ Бога или какой-нибудь 
созданной субстанцій, или совокупности н%сколькихъ субстанцій. 
Поэтому самому оно не есть ньчто перемЪнное, оно, напротивь 
того, есть то, въ чемъ происходятъ всЪ изміненія. Если высказы- 
вають противоположное, какь напримЪръ, въ поговоркЪ: «вре- 
мена мБняются», то, какъ мы уже ране говорили, здЪсь подь 
временемъ подразум$ваютъ лишь находящіяся въ немъ вещи и ихъ 
состоянія. Желая объяснить ближе, что такое время, мы должны 
сказать, что оно есть то «опредЪленіе», присущее всякой зави- 
симой (или, что тоже самое, перемфнной) субстанцій, представле- 
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не, о которомъ мы должны присоединить къ представленію этой 
субстанцій для того, чтобы изъ двухъ противорбчащихь 
другъ другу свойствъ фи не Ё одно могло быть ей правильно 
приписано, а другое отвергнуто. Точнфе говоря, упомянутое здЪсь 
«опред лен!е» есть только одна простая часть вре- 
мени, точка времени или мгновеніе, въ которомъ мы должны себ 
представить субстанцію х, которой мы желаемъ приписать съ дос- 
товфрностью одно изъ противорбчащихь свойствъ ри не Ё, такъ 
что наше суждене должно быть, собственно, выражено сл5дующимъ 
образомъ: х въ точкЪ времени / имбеть или свойство р или не Й. 
Если только читатель согласится со мною въ правильности этого 
опреділенія понятія о мгновеніи, то я могу представить отчетливое 
обьясненіе того, что такое само время, а именно: что такое все 
время или вЪчность, т. е. то цілое, для котораго всб мгно- 
венія суть лишь части. Всякое конечное время, т. е. каждый 
заключенный между двумя данными мгновеніями промежутокь 
времени или продолжительность времени, я опредЪляю, 
какъ совокупность всЪхъ мгновеній, заключенньхь между этими 
двумя крайними мгновеніями. Согласно этимъ опредбленіямь, ніть 
никакой разницы между временемъ и вЪчностью, если подразум%- 
вать подь временемъ, какъ это часто бываетъ, не ограниченное, 
конечное время, а все время, безконечное въ обоихъ направленіяхъ. 
Но есть большая разница въ способЪ, какъ пребываеть въ этомъ 
времени Богь и перемнныя или созданныя существа. Созданныя 
существа пребываютъ во времени, измЪняясь въ немъ, Богь- 
же во всЪ времена неизмЪнно тотъ-же. Это и подало поводъ назы- 
вать его одного въчнымъ, прочія-же существа, его созданія — 
временными существами. — Представить себЪ въ чувствен- 
номъ образЪ, что каждое, даже самое короткое, мгновение, какъ на- 
прим%ръ, одинъ мигь, заключаеть уже безконечное множество 
цЪлыхъ промежутковъ времени, это — задача, конечно, трудная для 
нашего воображения. Довольно и того, что мы понимаемъ это 
умомъ и признаемъ, что иначе оно и не можетъ быть. Изъ ука- 
заннаго здЪсь понятія о времени можно вывести и объективное его 
основаніе, но изложене этого здЪсь было бы слишкомъ простран- 
нымъ. Несообразно было бы только утверждать, что въ короткомъ 
промежуткб времени заключается такое-же множество мгновеній, 
какъ и въ болЪе длинномь, или что безчисленные промежутки вре- 
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мени, на которые можно разложить данный промежутокъ, имЪютъ 
ту же длину, какъ и въ какомъ-либо болће длинномь промежуткЪ 
времени. 

Наконець, то ошибочное заключеніе, съ помощью котораго пред- 
полагаютъ совершенно уничтожить реальность понятія о времени, пред- 
ставляется столь простымъ, что едва-ли требуетъ опроверженія. Мы вЪдь 
признаемъ, что времени вообще не существуєть, и потому, конечно, нЪтъ 
ни прошедшаго, ни будущаго времени, такъ какъ нътъ даже насто- 
ящаго, но какимь образомъ можетъ отсюда слідовать, чтобы время 
представляло собою ничто? ВЪдь предложеня и истины сами по 
себЪ составляютъ нЪчто, хотя никому не прійдеть въ голову 
утверждать, что онЪ представляють нЪчто существующее, если не смЪ- 
шивать ихъ съ ихь пониманемъ въ сознаній мыслящаго существа 
т. е. съ дБИствительньми мыслями и сужденіями? 


$ 40. 


Относительно парадоксовъ въ ученіи о пространствЪ 
извібстно, что и для пространства также не найдено опредћленія. 
Часто принимали его за нібчто существующее, то смшивая его съ 
субстанціями, которыя въ немъ находятся, то считая его даже са- 
мимь Богомъ или, по крайней мірі, атрибутомъ божества. Даже 
великому Ньютону пришла мысль опредблить пространство, какъ 
сензорій божества. Другіе полагали, что движутся не только 
субстанціи, находящіяся въ пространствЪ, но и само пространство, 
такъ что мЪняются міста мість. ДалЪе, во времена Декарта, 
провозглашали, какъ новое открытіе, мысль, что въ пространствЪ 
находятся не всЪ, а только, такъ называемыя, чувственныя субстан- 
щи, пока наконець не пришла Канту неудачная мысль, которую 
многіе еще теперь за нимъ повторяютъ, не считать пространство 
ничЪмъ объективнымъ, а только (субъективною) формою наше- 
го воззр%нія. Далбе былъ поставлень вопросъ, не имћютъ-ли 
другія существа иного пространства, напримбрь, пространства о 
двухъ или о четьрехь измбреніяхь. Гербартъ, наконець, хөтЪлъ 
одарить насъ двойнымь неподвижнымъ и непрерывнымъ 
пространствомь и точно также двойнымъ временемъ. Обо всемъ 
этомъ я уже высказывалъ свое мнЪніе въ другихъ мЪстахъ. 

Для меня пространство, подобно времени, Не есть свой- 
ство субстанцій, а только нЪкоторое къ нимъ относящееся опре- 
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длене, а именно: тЪ опредђленія въ созданныхъ субстанціяхъ, ко- 
торыя дають основаніе того, что, владъя своими свойствами, онъ 
вызываютъ въ извстное время одна въ другой опредъленныя изм%- 
ненія, я называю мЪстами, на которыхъ эти субстанцій находят- 
ся; совокупность-же всЪхъ мість я называю пространством »ъ, 
цфлымъ пространствомъ. Это опредЂленіе дало мні возможность вы- 
вести объективно ученіе науки о пространствЪ изъ ученія о 
времени, напримЪръ, показать, что пространство имфетъ три изм%- 
ренія, и почему это такъ и многое другое. 

Парадоксы, которые были найдены уже въ самомъ понятіи о 
пространств, въ той предметности, которая ему присуща, не- 
смотря на то, что оно не представляетъ ничего дЪйствительнаго, въ 
безконечномь множествЪ его частей и въ непрерывности цфлаго, 
которое онЪ образуютъ, несмотря на то, что даже никакія дві изъ 
этихъ частей (точекъ) не соприкасаются непосредственно между со- 
бою, —эти кажущіяся противорђчія я не считаю нужнымъ еще раз- 
сматривать и думаю, что вправ считать ихъ разъясненными. 

Первое, что требуетъ еще болфе близкаго освЪщенія, это, ко- 
нечно, понятіе о величин ъЪ пространственнаго протяженія. Не 
подлежить сомнінію, что всякое протяженіе имбеть величину. 
Вс согласны также въ томъ, что величины, встрЪчающіяся какъ въ 
одномъ измфреніи времени, такъ и въ трехъ измреніяхъ простран- 
ства, могутъ быть опредЪлены только съ помощью своего отношенія 
къ одной величинЂ, выбранной произвольно за единицу м%Ъры, 
и что это протяженіе, принятое за единицу, должно быть однород- 
но сь тЪми протяженіями, которыя будуть измЪряемы, т. е. должно 
быть для линій--линіей, для поверхностей — поверхностью, для 
тБль- тБломъ *). 


ж) При этомъ случаВ н$которые, быть можетъ, охотно прочтутъ 
опредЂленіе этихъ трехь видовъ пространственнаго протяженія. Если 
признать правильнымъ опредбленів протяженія вообще, данное 
въ параграфі 38 (а это опредЂленіе имЂетъ то достоинство, что его 
можно легко распространить на тъ изъ величинь, разсматриваемыхъ 
въ общемъ ученіи о величинахъ, которыя называются непре- 
рывно перем нными), то я говорю, что н%®что пространственно 
протяженное будетъ просто протяженнымъ, или линіей, если каждая 
его точка на каждомъ достаточно маломъ разстояній имФетъ одну 
или больше сосіднихь точекь, но никоимъ образомъ не такъ много, 
чтобы совокупность ихь сама по себ составляла уже протяженіе; я 
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Если-же мы спросимь теперь, въ чемъ собственно состоитъ 
то, что мы называемъ величиной пространственнаго протяженія, то, 
принимая во вниманіе, что такое протяженіе состоитъ только изъ 
точекь, расположенньхь по извфстному правилу, и что при сужде- 
ній о величинБ принимается въ разсчеть не порядокъ частей, а 
только ихъ множество, можно было-бы легко прійти къ заключенію, 
что подъ величиной каждаго протяженя мы подразумЪваемъ именно 
это самое множество точекъ, на что, повидимому, указываетъ 
и самое имя, когда мы называемъ величину поверхности или тЬ- 
ла содержан!емъ этихъ протяженй. Но ближайшее разсмотрћ- 
не показываетъ, что это не такъ. Иначе какъ-же мы могли бы 
принять, (а мы это дфлаемъ, однако, всегда и не задумываясь), что 
величина протяженя, наприм%ръ, куба, нисколько не измЪнится, 
присчитаемъ-ли мы къ его содержанію и границу его, т. е. поверх- 
ность куба (которая и сама имбеть уже извЪстную величину) или 
нЪтъ? А такимъ образомъ мы поступаемъ безспорно, когда мы на- 
ходимъ, напримъръ, что величина куба, котораго ребро равно 2, въ 
восемь разъ больше, ч$мъ величина куба, ребро котораго = 1, не- 
смотря на то, что первый кубъ имбеть на 12 квадратныхъ боко- 
выхъ сторонъ величиной въ 1 меньше, чЪмъ восемь послЪднихъ, 
ибо, при соединеній меньшихъ кубовъ въ одинъ ббльшй, изъ тЪхъ 
24 квадратовъ, которые попадають внутрь большаго куба, половина 
отбрасывается *). Отсюда вытекаетъ, что подъ величиной простран- 
ственнаго протяженія, будеть-ли это линія, плоскость или тбло, мы 
подразумъваемъ не что иное, какь величину, которая выводится изъ 
протяженія, принятаго за единицу и однороднаго съ измъряемымъ 
протяженіемъ, по закону, удовлетворяющему сльдующему требованію: 
если мы нашли, слідуя этому закону, для куска М величину т и 


говорю дальше, пространственное протяженіе будеть протяженіемъ двухъ 
изм%реній или поверхностью, если каждая точка на каждомъ достаточно 
маломъ разстояніи имбеть цілую линію сосфднихъ точекъ; я говорю на- 
конець, что пространственное протяжене будеть протяженіемъ трехъ 
изм'Бреній, или тлом, если каждая точка на каждомъ достаточно ма- 
лом» разстояній имфетъ цілую поверхность сос®днихъ точекъ. 

жу Кубъ, ребро котораго равно 2, разсћкается 3-мя плоскостями, со- 
отвЪтственно параллельными его гранямъ, на 8 кубовъ. Полная поверхность 
разсЂченнаго куба вмВстЪ съ суммой площадей сбченія равна 36. Сумма 


полныхъ поверхностей 8-ми составляюшихъ кубовъ = 48; 48 — 36 = 12. 
Прим. ред. 
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для куска М величину п, то мы найдемь по тому же закону для 
протяженія, происходящаго отъ соединенія кусковь М и М, вели- 
чину т + п, будемъ-ли при этомъ принимать въ разсчетъ границы, 
которыя имфютъ куски Ми М и составленное изъ нихь цілое М - М, 
или нЪтъ. Изъ этого понятія могутъ быть выведены самыя общія 
формулы, которыя даетъ наука о пространствЪ для спрямленія, вы- 
численія поверхностей и обьемовь, при чемъ не приходится прибЪ- 
гать ни къ какому другому предположенію, въ томъ числі и къ 
предложеніямь, ложно названнымъ основными предложеніями Архи- 
меда. Справедливость этого утвержденія доказана въ работЪ, упомя- 
нутой въ параграфЪ 37 *). 


$ 41. 


Мы можемъ теперь, опираясь на данныя выше опредъленя и 
не опасаясь обвиненя въ противорЪч м, установить слфдующя 
предложенія, какъ бы ни показались парадоксальньми нЪкоторыя 
изъ нихъ для обычнаго способа представления. 

1. Совокупность всЪхъ точекь, лежащихь между двумя точ- 
ками а и Ё, представляєть протяжене простого рода или линію, 
независимо отъ того, присчитаемъ-ли мы къ ней точки а и і 
(въ такомъ случаЪ, она будеть прямой ограниченной), или не 
присчитаємь одной или другой, или обЪихъ крайнихъ точекъ (въ 
такомъ случа она будеть неограниченной); во всякомъ случаЪ, она 
будетъ всегда той же длины, какъ и прежде. Каждая подобная не- 
ограниченная прямая съ той стороны, гдЪ недостаетъ крайней точки, 
именно поэтому не имћетъ самой крайней (самой отдаленной) 
точки; за каждой ея точкой находится, напротивь того, дальн®йшая, 
хотя разстояніе остается всегда конечнымъ. 

2. Периферія треугольника афс можеть быть составлена: 
1) изъ прямой а, ограниченной съ обЪихъ сторонъ, 2) изъ пря- 
мой ас, ограниченной только съ одной стороны, прис, и 3) изъ неогра- 


*) Въ параграфЪ 37 нътъ однако упоминанія о какой-либо рабо- 
тЂ. Авторъ, очевидно, имЪетъ въ виду появившуюся въ 1817 году работу: 
«Оіе дгеї Ргобіете ег Кесіїйсабіоп, 4ег Сотр!апайоп ципа 4ег Сибігипеє, 
оппе Вегас 4ипя 4ез ипепӣіісћ К етеп, обпе 4ег Аппате 4ез Агсһітейеѕ 
ипа обпе ігвепа еіпег пісһі ѕќгепо егуеіѕ1ісһеп Уогаиззеипя деїбзі, 2ив- 
Іеісһ аїз5 Ргобе еіпег Єйдпліїсбеп Юпт5іайипє 4ег Каит\уззепзсВа_, аПеп 
МаетаНКегп гиг Ргӣѓис уогееїері. Прим. ред. 
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ниченной съ объихъ сторонъ прямой фе; длина периферіи, однако, 
равна суммЪ трехъ длинъ ав, Ёс, са. 

3. Если мы представимъ себЪ, что прямая ах раздблена попо- 
ламъ въ точкЪ р, часть 2х раздЪлена опять пополамъ въ точкЪ с, часть 
сх опять раздЪлена въ точкЪ 4 и что продолжаютъ поступать та- 
кимъ образомъ безъ конца; дале, если мы предположимъ, что эти 
безконечно многія точки дБленія р, с, @,... и точка х мысленно уда- 
лены изъ совокупности точекь, лежащихь между а и =, то сово- 
купность остальныхъ точекъ все-таки заслуживаєть названія лин іи, 
и величина ея будетъ та-же, что и прежде. Если же мы присчи- 
таемъ х къ совокупности, то нельзя будеть уже назвать цЪлое 
непрерывно-протяженнымъ; въ самомъ ділі, точка х является изо- 
лированной, ибо для нея нътъ такого, хотя-бы сколь угодно малаго 
разстоянія, о которомь можно было бы сказать, что на этомъ раз- 
стояніи и на каждомъ меньшемъ точка х имЪетъ сосЪднюю точку въ 
этой совокупности точекъ. А именно, на всЪхъ разстояніяхъ, которыя 


а2 
имБютъ форму т не имЂется точекъ, сосЪднихъ съ 2. 


4. Если разстояніе точекъ а и Ё равно разстояню точекъ 2 и 
8, то и множество точекъ между а и Ё должно считаться рав- 
нымъ множеству точекъ между а и 6. Р 

5. Протяженія, которыя имфютъ равное множество точекъ, 
имютъ также равную величину, но нельзя сказать наобороть, что- 
бы два протяженія равной величины имфли одинаковое количество 
точекъ. 

6. Въ двухь протяженіяхь совершенно подобныхъ между со- 
бою, множества ихъ точекъ должны находиться въ такомъ-же отно- 
шеній, какъ ихъ величины. 

7. Поэтому, если отношеніе величинъ двухъ совершенно по- 
добньхь протяженій ирраціонально, то и отношеніе множествь ихь 
точекь будеть тоже ирраціонально. Существують, слЪдовательно, 
множества (именно только безконечныя), отношенія кото- 
рыхъ представляютъ всякаго рода иррац!ональ- 
ности. 


$ 42. 


Изь этихъ предложен, число которыхъ (какъ видимъ) могло 
бы быть легко увеличено, насколько я знаю, было обращено вни- 
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мане въ сочиненяхъ математиковъ только на шестое, и то лишь 
такимъ образомъ, что въ противоположность ему было установлено 
предложене: «подобныя лин!и, какъ бы ни были онЪ 
различны по величині, должны им%ъть одинаковое 
количество точекь». Это утверждаль Фишеръ*) въ отно- 
шеніи подобныхъ и концентрическихь дугъ, приводя притомь, какъ 
основаніе, то, что черезь каждую точку одной дуги можно провести 
радіусь, который встрфчаетъ точку другой. Какъ извЪстно, уже 
Аристотель занимался этимъ парадоксомъ. Заключене Фи- 
шера обнаруживаетъ, очевидно, убЪжденше, что два многообразия, 
если они даже безконечны, должны быть между собою равны, какъ 
только каждая часть одного можеть быть соединена въ пару сь 
ніькоторой частью другого. ПослЪ того, какъ это заблуждене рас- 
крыто, нбть никакой надобности въ дальнйшемъ опроверженіи 
этого ученія, въ которомъ сверхъ того вовсе нельзя понять, по- 
чему, въ случаб его правильности, нужно было бы ограничивать 
утверждене о равномъ множеств точекь только случаемъ дугъ 
круга, и притомъ концентрическихь и подобньхь: відь это самое 
основаніе могло-бы быть приведено также и для всьхь прямыхъ 
и для разнообразнйшихъ кривыхъ линій, вовсе не подобньхь 
между собою. 


$ 43. 


Едва-ли существуетъ истина въ наукЪ о пространстві, противъ 
которой учители этой науки такъ часто грЪшили, какъ противь 
ТОЙ, ЧТО «каждое разстояніе между двумя точками, а 
слЪ довательно, и каждая ограниченная съ оббихь 
сторонъ прямая, представляется конечной, т. е. на- 
ходится съ каждой другой въ отношении, которое можетъ быть точно 
опредблено сь помощью понят. Въ самомъ ділі, врядъ-ли найдется 
геометрь, которьй-бь не говорилъ иногда обезконечно боль- 
шихъ разстояніяхъ и не превращалъ-бы при извЪстныхъ обстоятель- 
ствахь ограниченной прямой вь безконечно большую. До- 
статочно указать на извЪстную пару линій, которья, въ геометри- 
ческомъ значеній этого слова, называютъ тангенсомь и секансомъ 


*) "г. І. К. Еіѕсһет. Огипӣгіѕѕ дег Беѕаттіеп һӧһегеп Маета- 
Кк. Герда, 1809. Ва. П. $ 51. Апт.). 
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угла или дуги. На основаніи совершенно яснаго опредћленія, он 
должны представлять пару прямыхъ линій, ограниченныхъ съ обб- 
ихъ сторонъ; однако, какъ мало найдется людей, которые не рЪша- 
лись-бы учить, что тангенсъ и секансъ прямого угла безконеч- 
но велики. Это ложное ученіе немедленно влечеть за собою на- 
казаніе въ виді затрудненя, возникающаго, какъ только прихо- 
дится рЪшать, слдуетъ-ли считать эти двЪ безконечно большія ве- 
личины положительными или отрицательными? ДЬй- 
ствительно, основан, которое можно привести въ пользу одного 
предположенія, оказывается справедливымъ и для другого, такъ какъ 
извЪстно, что прямая, проведенная черезь центрь круга, параллель- 
но къ касательной его, имфетъ совершенно одинаковое отношеніе 
къ обфимь сторонамъ этой касательной и, слідовательно, не встрЪ- 
чается съ ней ни съ одной, ни съ другой стороны. Въ выражени 


мо А 
для этихъ  линій 0 нБтъ также ни малЪйшаго основанія къ 


тому, чтобы считать эту предполагаемую безконечную величину по- 
ложительной или отрицательной, такъ какъ 0 не является ни по- 
ложительнымъ, ни отрицательнымъ. Поэтому не только парадоксаль- 
но, но совершенно ложно предполагать существованіе безконечно 
большого тангенса прямого угла, а также всЪхъ угловъ вида; 


т 


рр 
ПО + 2 . 
Напомнимъ при этомъ случа%, что, строго говоря, ни синусъ, ни 
тангенсъ не существуютъ также и для угла, равнаго нулю или для 
угла, равнаго + п. т. Разница въ обоихъ допущеніяхъ только та, 
что въ посліднемь изъ нихъ не получается ложнаго результата, 
если, въ случаб, когда эти выраженія являются сомножителями, счи- 
таютъ произведенія несуществующими; въ тіхь-же случаяхъ, когда 
они являются дБлителями, заключають, что вычисленіе требуетъ 
чего-то незаконнаго. 


644. 


Такимъ же незаконнымъ пріемомъ, который, къ счастью, на- 
шелъ мало послЪдователей, является вычисленіе .Іоганна Шульца 
Поп. Ѕсһи2) величины всего безконечнаго простран- 
ства. Основываясь на томъ обстоятельствЪ, что возможно про- 
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вести прямыя лини въ безконечность изъ каждой данной точки а 
во всЪ стороны, т. е. во всевозможныхъ направленяхъ, а также и 
на томъ, что каждая мыслимая точка т мірового пространства 
должна лежать на одной, и только на одной, изъ этихъ лин, онъ 
счель себя вправі заключить, что можно считать безконечное про- 
странство шаромъ, описаннымъ изъ любой точки а радіусомъ, 
равнымъ оо; отсюда онъ тотчась-же получилъ, что все безконечное 


4 
пространство имбеть величину 3% роб. 


Если бы это предложене оказалось правильнымъ, то оно со- 
ставило-бы, конечно, одно изъ важнфйшихъ предложеній науки о 
пространствЪ. Едва-ли можно представить основательныя возраженія 
противъ обфихъ посьлокь (которыя я излагаю, однако, не точно по 
Шульцу, такъ какъ предо мной нътъ его книги). Въ самомъ ділі, 
если бы кто-нибудь сказалъ, что вторая посылка ошибочна уже 
потому, что изъ нея слбдуеть очень неравномфрное распредълене 
точекъ вселеной, а именно боле плотное скопленіе ихъ вокругъ 
произвольно избраннаго центра а, то этимъ онъ показалъ-бы толь- 
ко, что не преодолълъ еще предубъжденія, которое опровергнуто 
нами въ параграфЪ 21 и слід. Ошибка, и совершенно очевидная 
ошибка, Шульца состоитъ въ томь, что прямья, которыя должны 
быть проведены изъ точки а въ безпредільность по всЪмъ направле- 
ніямь, для того, чтобы каждая точка пространства лежала на какой- 
нибудь изъ этихъ линій, онъ считаеть однако же радіусами, 
т. е. линіями, ограниченными съ двухъ сторонъ. ВЪдь только изъ 
этого выводится шарообразность безконечнаго пространства и вы- 


ь + 
численіе его величины = З поо, Изъ этой ошибки вытекаетъ 


также сльдующая несообразность: такъ какъ для каждаго шара су- 
ществуетъ объемлющій его цилиндръ или такой-же кубъ, и еще 
многія другія протяженія, напримъръ, безконечное количество объ- 
емлющихъ его шаровъ одного и того-же діаметра, то пространство, 
которое предполагалось цфлымъ пространствомъ, оказывается не цЪ- 
лымъ, а только частью, вн которой находится еще безконечно много 
другихъ пространствъ. 

Чтобы обнаружить несостоятельность большей части парадок- 
совъ (туѕќегіа шЙпИ!), приведенныхъ Босковичемъ (В оѕсомісћ) въ 
015$. де ігапѕѓоггтаііопе Іосогит ёеотеігісогит (прибавленіе къ его 
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Еет. ипіу. Маїпе5ео5 Т. Ш. Котае 1754), достаточно одного замЪ- 
чанія, а именно, что прямая, простирающаяся въ безконечность, хотя 
бы въ одну только сторону, по этому самому не можетъ быть ли- 
ней ограниченной съ этой стороны, и что поэтому говорить о ея 
конечной точкЪ точно также невозможно, какъ говорить объ острії 
шара или о кривизнф прямой, или отдЪльной точки, или о точкЪ 
встр$чи двухъ параллельныхъ. 
$ 45. 


Нісколько рьже, чЪмъ безконечно большія, вводились также 
и безконечно малыя разстоянія и лини въ простран- 
ствЪ, особенно, когда казалось нужнымъ разсматривать, какъ пря- 
мыя лини или какъ плоскости, такія лини и поверхности, кото- 
рыхъ ни одна часть (имБющая еще протяженіе) не является прямой 
или плоской, наприм$ръ, для болће легкаго опредъленя ихъ длины 
или величины ихъ кривизны, или извЪстныхъ замЪчательныхъ 
свойствъ, имфющихъ значеніе въ механикЪ. Въ такихъ случаяхъ 
позволяли себ' даже измышлять разстоянія, которыя должны быть 
измбряємь безконечно малыми величинами второго, третьяго и дру- 
гихъ высшихъ порядковъ. и. 

Тоть факть, что употребленіе такихь пріемовъ, особенно въ 
геометріи, рвдко приводило къ ложнымъ результатамъ, произошелъ 
благодаря упомянутому въ $ 37 обстоятельству, а именно благодаря 
тому, что перемфнныя величины, относящіяся къ пространственнымъ 
протяженіямъ, поддающимся опредфленію, обладають тъмъ свойствомъ, 
что, за исключеніемъ отдфльныхь изолированныхъ значе- 
ній, онъ имбють первую, вторую и каждую слъдующую произ- 
водную функцію. Въ самомъ ділі, гдЪ существують производныя, 
тамъ то, что утверждаютъ о такъ называемыхъ безконечно малыхъ 
линіяхъ, поверхностяхъ и тЪлахъ, имбеть місто вообще для всЪхъ 
линій, поверхностей и тіль, которыя, —хотя и остаются постоянно 
конечными,—могутъ быть взяты сколь угодно малыми, т. е., какъ 
говорятъ, могутъ убывать до безконечности. Для этихъ-то пере- 
мнныхъ и было, собственно, справедливо то, что ложно высказыва- 
лось о безконечно малыхъ разстояніяхъ. 

Само собой понятно, что, при подобномъ изложеніи предмета, 
должны были предлагать и какъ будто доказывать много парадоксальна- 
го и даже много совершенно ложнаго. Какимъ страннымъ, напримЪръ, 

6 
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представлялось утвержденіе, что каждая кривая линія и поверхность 
есть не что иное, какъ соединеніе безконечно многихъ прямыхъ 
лин и плоскостей, которыя нужно только предполагать безконечно 
малыми; особенно, если наряду съ этимъ признавалось опять суще- 
ствованіе безконечно малыхъ линій и поверхностей, которыя были 
однако кривыми. Какимъ страннымъ является утвержденіе, что ли- 
ни, которыя въ одной изъ своихъ точекъ не имфютъ кривизны, какъ 
напримЪръ, въ точкЪ перегиба, что эти линіи имбБють въ этой точ- 
кБ безконечно малую кривизну и безконечно большой радіусь. Та- 
кимъ-же страннымъ являлось утвержденіе, что линіи, заканчиваю- 
щіяся въ одной изъ своихъ точекь, имфютъ въ этой точкЪ безко- 
нечно большую кривизну и безконечно малый радіусъ кривизны, и 


тому подобное, 
$ 46. 


Въ качествЪ дЪйствительно поразительнаго и, вмісті сь тъмъ, 
очень простого прим$ра того, къ какимъ несообразностямъ приво- 
дить допущене такихь безконечно малыхъ растояній, я позволю 
себъ привести предложене, которое, по свидЪтельству Кестнера 
(Апіапезєтйпде дег ВОН. Апа1уѕіѕ, Ва. И, Уогг.), даетъ уже Галилей 
въ СВОИХЪ «ріѕсогѕі е дітозігагіопі таетайсВе е{с.», конечно, толь- 
ко сь ціьлью вызвать размьшленіе, а именно, что окружность 
круга такъ же велика, какъ его центръ. 

Чтобы получить представленіє о томь, какъ пытались это до- 
казать, пусть читатель вообразить себЪ квадрать афса, въ немъ 

квадрантъ Ра, описанный изъ а, какъ цен- 
тра, радіусомь ар = а; далЪе, прямую р”, 
проведенную параллельно аф и пересЪкаю- 
" щую стороны квадрата ай и фс вър и г, діаго- 
наль ас въ п, а квадрантъ въ т; словом», — 
извЪстную фигуру, которая употребляется 
для доказательства того, что кругь радіуса 
рп равняется кольцу, которое остается 
посл вычитанія круга радіуса рт изъ кру- 


га радіуса р”, или, что 


к. рп? = я .рг? — +. рт?*). 
*) рп = ар, рг = ат, 
рг? = ат? = ар? -- рт? = рп? - рт; рп? = рг? — рт?. Прим. ред. 
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Если ру подходить все ближе къ 46, то очевидно, что кругъ 
" радіуса ри будеть дЪлаться все меньше и меньше, а кольцо между 
кругами радіусовъ рт и рт все уже и уже. Геометры, которые не 
встрбчали никакого затрудненія въ томъ, чтобы допустить безко- 
нечно малыя разстоянія, распространили это отношене также и 
на тотъ случай, когда р’ подходитъ безконечно близко къ ар, такъ 
что, напримірь, разстояніе ар дблаєтся равнымъ 4х, и получается 
уравненіе 
п. 9х? = к.а? — т (а? — дх?), 


которое въ дЪйствительности оказывается просто тождествомъ. Но 
въ этомъ случаб, согласно ихъ представлен, кругь радіуса ри 
становится безконечно малымъ второго порядка; кольцо, которое 
остается послЪ вычитаня круга радіуса рт изъ круга радіуса р”, 
получитъ теперь ширину 7) 


4х5 дить 7.5. 


которая .сама представляетъ безконечно малую величину второго 
порядка. Если-же принять окончательно, что рг переходитъ въ ар, то 
безконечно малый кругъ стягивается въ одну точку а, а безконечно 
узкое кольцо ширины тг превращается въ окружность радіуса 46. 
Поэтому считали возможнымъ заключить, что простой центръ а лю- 
бого круга радіуса аф имЪетъ одинаковую величину сь его окруж- 
ностью. 

Обманчивость этого заключенія произошла, главнымъ обра- 
зомъ, всл'бдствіе введенія безконечно малыхъ. Оно же и приводить 
читателя къ ряду мыслей, которыя не дають ему зам%тить, какъ 
много несообразнаго содержится и въ утвержден, что отъ круга 
радіуса ри, когда вмЪсто точки р берется окончательно точка а, и 
когда радіусь рл уже больше не существуетъ, остается еще, 
однако, центръ а, и въ утвержденій, что кольцо, полу- 
чаемое отъ вычитания круга сь меньшимъ радіусомь рт изъ круга 
сь ббльшимъ радусомъ р”, когда оба радіуса, а слЪдовательно, и 
оба круга, сдЪлаются равными другъ другу, обращается въ окруж- 


9 т-а У -а-а(1 (ху), 
Прим. ред. 
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ность того круга, который былъ раньше большимь. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, въ случаЪ безконечно мальхь величинъ, конечно, привыкли 
считать тБ-же самыя величины то равными между собою, то одну 
больше или меньше другой на безконечно малую величину высшаго 
порядка, то совершенно равными нулю. Если мы будемъ выводить 
правильныя заключенія, то изъ правильно составленнаго уравненія 
п. ри? = п.р? — т. рт?, 

въ которомъ сравниваются только величины (площадей) круговъ, о 
которьхь идеть річь, мы можемъ заключить только, что въ слу- 
ча, когда р” и рт стануть равными между собою, кругь радіуса 
рп не будеть имЪть никакой величины и потому не будетъ вовсе 
существовать. 

Конечно, справедливо (и я самъ установиль посылки, ведущія 
къ этой истинЪ, въ $ 41), что существують круги съ периферіей и 
безъ нея, и что это не измняетъ ихъ величины, которая зависитъ 
только отъ величины ихъ радіуса. Кто-нибудь могъ-бы вывести от- 
сюда еще новое мнимое доказательство предложенія Галилея, исходя 
изъ требованя, допустимаго во всякомъ случаЪ, чтобы воображать 
себЪ кругь радіуса рт безь периферіи, а кругъ радіуса р” сь пе- 
риферіей. Тогда, послі отнятія круга радіуса рт отъ круга радіуса 
ри и перехода отъ рг къ аі, въ дЪйствительности останется толь- 
ко окружность круга радіуса ар. Однако, и теперь все-таки невоз- 
можно говорить о круг около а, который стягивается въ одну 
точку, и еще менбе будетъ возможно ссылаться на вышеприведен- 
ное уравненіе съ цлью вывести изъ него слЪдстве, что точка а 
и извЪстная окружность будуть равны между собою, такъ какъ ска- 
занное уравнене имЪетъ въ виду только величины трехъ круговъ, 
взятыхъ съ периферями или безъ нихъ. 


$ 47. 

Самь изобр%татель этого примфра, какъ уже было упомянуто 
выше, предложиль его не сь тою цілью, чтобы ему удивлялись, 
какъ научной истинъ. Однако, какъ серьезную истину, излагаютъ 
слфдующее предложеніе объ обыкновенной циклоидЪ. Циклоида 
имбеть безконечно большую кривизну въ точкЪ ея встрфчи съ ос- 
нованіемъ, или (что представляєть то же самое) она въ этой 
точкБ имБетъ безконечно малый радіусъ кривизны и перпен- 
дикулярна въ ней къ основанію. Это утверждене совершен- 
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но справедливо, если понимать его такь, что радіусь кривизны без- 
конечно уменьшается, когда дуга циклоиды безконечно приближается 
къ основанію; а также, что направленіе ея въ этой точкЪ перпен- 
дикулярно къ основано. Но то, что говорится о радіусь кривизны 
безконечно маломъ или (выражаясь правильнЪе) обращающимся въ 
нуль, сводится лишь къ сл$дующему. Кривая, какъ извЪстно, про- 
стирается безконечно въ объ стороны надъ основаніемъ и, слћдова- 
тельно, не имфетъ концовъ; поэтому въ разсматриваємой точ- 
къ сходятся также двЪ дуги и притомъ такъ, что будучи перпенди- 
кулярны къ основанію, он образують здЪсь остр!е, а именно 
такое остріе, въ которомь объ имЪютъ одно и то же направле- 
не или (по мене правильному выражен) направленія ихъ обра- 
зують уголъ, равный нулю. 

Однако, можно убЪдиться съ помощью вычисленій, что все это 
такъ и есть на самомъ дЪлЪ, и все таки не понимать, какъ это проис- 
ходить или даже, какъ это возможно. Чтобы сдЪлать и это очевид- 
нымъ, а это необходимо для разрЪшеня парадокса, мы должны сперва 
понять, почему направленіе, въ которомъ поднимается обыкновенная 
циклоида надь своимъ основаніемъ, является перпендикулярнымъ. 

Изъ самаго способа построеня обыкновенной циклоиды (че- 
резъ каждую точку О основанія проводять дугу круга, который, 
касаясь основанія, имбеть радіусъ, равный радіусу образующаго 
круга, и, отсЪкая отъ дуги часть От, равную по длин разстоянію 
точки О отъ начальной точки а, разсматриваютъ т, какъ точку 
циклоиды) обнаруживается тотчась-же, что уголь та тЪмъ ближе 
подходитъ къ прямому, чЪмъ ближе точка О подходить къ и, такъ 
какъ уголь Оа, который измфряется половиной дуги от, дЪлается 
все меньше и меньше, а отноше- 
не оббихь сторонъ Ой и От въ 
треугольник Ой все болбе и Й 
боле приближается къ отноше- | /% у АХ 

| 
| 


зобі 


нію равенства; поэтому и углы | у 
при третьей стороні ат отлича- [и ра З 
| / 
/ 


ются все меньше и меньше отъ 
прямого. Д%йствительно, вычисле- 
не показьваєть это совершенно 
ясно. Отсюда сверхъ того слЪдуетъ, что дуга циклоиды ат лежить 
всьми своими точками, по одну сторону хорды ат, а именно между 
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нею и возставленнымъ въ точкЪ а перпендикуляромь а! и, сл$до- 
вательно, этотъ перпендикуляръ опредбляєть направленіе кривой 
въ точкб а. Далће, если мы изъ точки О, какь центра, опишемъ 
радіусомъ Ои дугу, выходящую изъ точки а, то она, очевидно, пе- 
ресбчеть хорду От только въ точкЪ ея продолженія 7, такъ какь 
должно быть Оу = Оа > От. Если у. есть какая-нибудь точка кри- 
вой, лежащая еще ближе къ а, то существуетъ для нея другая 
точка с, лежащая на а() еще ближе къ а и имБющая то свойство, 
что для хорды ©» будетъ справедливо то же самое, что только что 
было сказано объ От, а именно, что дуга, описанная изъ а, какь 
центра, радіусомъ ва, встрЪчаетъ продолженіе оу въ сторону точки 
и въ нікоторой точкЪ р. Но, вслЪдствіе того, что ва < Оа, дуга ар 
лежить внутри дуги окружности аг, т. е. между дугой циклоиды 
ар и дугой окружности аг. Мы видимъ поэтому, что для каж- 
дой дуги окружности аг (какимъ-бы малымъ радіусомь Ои она ни 
была описана), которая касается циклоиды ат въ а, существуетъ 
другая дуга ар, которая въ этой области подходить къ циклоидЪ 
еще ближе. Другими словами, не существуетъ столь малаго круга, 
который можно было бы разсматривать, какъ мЪру кривизны въ а, 
если здЪсь кривизна существуетъ. Поэтому здЪсь въ дЪйствительно- 
сти нЪтъ никакой кривизны, и кривая, которая не оканчивается въ 
этой точкЪ, имбеть здЪсь, какъ мы уже знаємь, остріе. 


$ 48. 


Часто находили парадоксальнымъ также и то, что нЪкоторыя про- 
странственныя протяженія, простираясь въ безконечномъ 
пространств (т. е. имЪя точки, разстояніе которьхь другъ 
отъ друга превосходитъ всякое данное разстояніе), тъмъ не мене, 
имбють величину конечную; другія-же, которыя ограни- 
чень конечнымъ пространствомъ (т. е. всь точки кото- 
рыхъ лежать такь, что ихъ разстоянія другь отъ друга не превосхо- 
дять нБкотораго даннаго разстоянія), имбють безконечно боль- 
шую ведичину; или, наконець, что, нЪкоторыя пространствен- 
ныя протяженія сохраняють конечную величину, хотя и дБлаютъ 
безконечно много оборотовь вокругь одной точки. 

1. Мы должны здісь прежде всего различать, слЪдуетъ-ли по- 
нимать подъ пространственнымъ протяженіємь, о которомъ будетъ 
ръчь, цлое, состоящее изъ ‘нНЪсколькихъ, отдбленньхь другь 
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отъ друга, частей (напримЪръ, гипербола о четьрехь вЪтвяхъ), 
—или вполнЪ односвязное ц$лое, т: е. протяженіе, не 
имющее ни одной протяженной части, въ которой не было-бы, по 
крайней мЪрЪ. одной точки такого свойства, что, если ее при- 
считать къ остальнымъ частямь, то она составитъ- съ ними опять 
одно протяженіе. 

Что протяженіе, состоящее изъ отдбленньхь другь отъ друга 
частей, можеть простираться въ безконечное пространство, не дЪлаясь 
само всл%дствіе этого безконечнымъ, — этого не найдетъ страннымъ 
никто, кто только подумаетъ, что и безконечный рядъ величинъ, убы- 
вающихъ въ геометрической .прогрессіи, представляєть только конеч- 
ную сумму. Въ этомъ смыслЪ можетъ, конечно, и линія прости- 
раться въ безконечность, оставаясь при этомъ конечной, какъ на- 
примЪръ, та, которая получится, если мы изъ данной точки а въ 
данномъ направленіи а А отложимъ ограниченную прямую ай, затЪмъ 
отложимъ въ нЪкоторомъ разстояній, остающемся все время неиз- 
мЪннымъ, прямую са, которая вдвое меньше предыдущей, и будемъ 
поступать по тому-же закону, продолжая этотъ процессъ безконечно. 

Если-же мы говоримъ (что и будемъ дБлать впредь постоянно) 
только о такихъ пространственньхь протяженіяхь, которыя предста- 
вляють односвязное ц$лое,. то ясно, конечно, что нельзя найти 
среди протяженй наинизшаго порядка, т. е. среди "линій, 
ни одной, которая-бы простиралась въ безконечность и сама не 
имфла бы безконечной величины (длины). Въ самомъ діль, 
это представляєть необходимое слЪдстые извЪстной истины, что 
только прямая линія есть кратчайшая вполнЪ односвязная линія, 
соединяющая двЪ данныя точки *). 


*) Доказательство этой истины столь кратко, что я позволю себЪ 
пом'Бстить его въ этомъ прим%чаніи. Если линія атолр не прямая, то на 
ней должна находиться точка о, лежащая внЪ прямой ар и, если мы опу- 
стимъ перпендикуляръ оо на ар, то разстоянія удовлетворять нера- 
венствамъ р 


ао < ао, Бо < Бо. 
И, НЫ 
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Иное мы видимъ въ случа поверхностей, которыя, 
при той-же длинЪ, можно уменьшить сколь угодно, уменьшая ши- 
рину, а также и въ случаб тіль, которья, при той же длинф и ши- 
ринЪ, могутъ быть сколь угодно уменьшены путемъ уменьшенія ихъ 
высоты. Отсюда понятно, почему поверхности, при безконечной дли- 
н Ф, и тБла, при безконечной длинЪ и ширинЪ, сохраняютъ ино- 
гда конечную величину. Мы представимъ примЪръ, понятный даже для 
самого несвбдующаго. Представимъ себЪ, что на безконечно прости- 
рающейся прямой аК отложены равные отрізки ар = 1 == са и 
т. д. до безконечности; далће, надъ первымъ отрізкомь ар вообра- 


г № рідна ех 
зимъ квадрать фа, надъ вторымъ фс--прямоугольникь су, который 
имбеть только половину высоты Ёс, и такъ надь каждымъ слбдую- 
щимь отрізкомь - прямоугольникъ, который вдвое ниже, чЪмъ 
предыдущий. Тогда легко убЪдиться, что связная площадь, пред- 
ставляющаяся здЪсь, простирается въ безконечность и, однако, будетъ 
не больше, чЪмъ 2. Не болфе трудно будеть представить себЪ кубь, 
сторона котораго = 1, и приставить мысленно къ нему снизу вто- 
рое тіло, основаніе котораго представляетъ квадрать со стороною 
2, т. е. въ 4 раза большій, чЪмъ основане предыдущаго куба, вы- 
сота-же составляетъ только 1; къ этому приставить снизу третье 
тло, основаніе котораго вчетверо больше основаня предыдущаго, 
высота-же составляєть только 1 высоты предыдущаго; представимъ 


Но такъ какъ всЪ системы двухъ точекъ подобны между собою, то ме- 
жду точками а и ою существуеть линія аро, подобная той части ато 
данной линій атопі, которая лежить между точками а и о; между точка- 
ми Би о существуетъ другая линія фу», подобная той части Фто дан- 
ной линій Флота, которая лежить между точками 6 и о. Но это подо- 
біе ,требуеть, чтобы длина прямой ак» относилась къ длинб аро такъ, 
какъ длина прямой ао къ длин части ато, и чтобы длина прямой Фо 
относилась къ длинЪ Фу такъ, какъ длина прямой Фо къ длинЪ части 
фпо. А такъ какъ ао < ао, то аро < ато, и такъ какъ ро «фо, тои 
длина Фуф должна быть меньше, чЪмъ фло. Сл'вдовательно, и ц$лое 
ароур меньше цбілаго атопі, Кривая линія атопф не будеть, слЪдова- 
тельно, кратчайшей линей между аи 2, и кривая ар. оу? будеть короче ея. 
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себЪ продолженіе этого процесса по тому же закону до безконеч- 
ности. Тогда будетъ понятно, что длина и ширина подставляемыхъ 
ЗДЪсь тіль увеличивается до безконечности, хотя ихъ объемъ дЪ- 
лается все меньше и меньше, а именно, каждое послЪдующее тіло 
составляєть только половину предыдущаго, такъ что величина 
пирамидальнаго цлаго, которое получается такимъ образомъ, не- 
смотря на безконечное основаніе, не превзойдетъ никогда объема, 
равнаго 2. 

2. ВышеразсмотрЪнный случай, въ которомь протяженіе, 
имющее въ себЪ нЪчто безконечное (безконечную длину или ши- 
рину), оказывается им'Бющимь, однако, величину конечную, можетъ 
встрЪтиться только въ двухь высшихъ родахъ протяженія, въ по- 
верхностяхъ и тблахь, а не въ линяхъ. Теперь-же мы 
будемь говорить о случа противоположномъ, когда протяженіе, 
кажущееся конечнымъ, потому что ограничено конечнымъ про- 
странствомъ, на самсмъ ділі имбеть, однако, величину безконеч- 
ную. Этотъ случай можеть имфть місто только въ двухь низшихь 
родахь протяженія, въ линіяхь и поверхностяхь, но — 
никогда не въ тЪлахъ. ТЪло, не имБющее такихь точекъ, взаимныя 
разстояня которыхъ превосходили бы любую данную величину, на- 
врно не можетъ быть никогда безконечно большимъ. Это выте- 
каетъ непосредственно изъ извістной истины, что изъ всбхь тіль, 
въ которыхъ взаимныя разстоянія точекь не превышаютъ даннаго 
разстоянія =, наибольшимь будеть шаръ діаметра є. Въ самомъ 
діл, шаръ, описанный изъ одной изъ зтихь точекь радіусом» є, 


заключаєть вс эти точки, а величина шара равна только Е є; 
поэтому каждое другое тіло, не превосходящее этого пространства, 


будеть необходимо меньше, чЪмъ 2 2°. Линій-же, которыя 


можно начертить на протяженіи хотя-бы самой малой поверхности, 
наприм%ръ, квадратнаго фута, существуетъ безконечное множе- 

ство, и возможно дать каждой изъ нихъ конечную величину, напри- 
і мірь, длину квадратнаго фута, а прибавленіемъ одной или даже без- 
конечно многихь соединительньхь линій можно образовать изь нихь 
всЪхъ одну связную линію, длина которой въ такомъ случаЪ будетъ 
несомнфнно безконечной. Совершенно такъ, же существуєть безконеч- 
ное количество поверхностей, которыя можно вписать въ простран- 
ство сколь угодно малаго т Бла, наприм%ръ, кубическаго фута, 
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и каждой изъ нихъ `мы можем» дать величину, наприм%ръ, квадрат- 
наго фута; а прибавивъ одну или безконечное количество соедини- 
тельныхъ поверхностей, мы можемъ соединить ихъ всЪ въ одну, 
величина которой, безспорно, будеть безконечно большой. Все это 
не должно удивлять никого, кто только не забываетъ, что лини, 
плоскости и тла изм5ряются не одной и той-же единицей м%ры, 
и что, хотя множество точекъ въ каждой сксль угодно малой ли- 
ній безконечно, нужно, однако, допустить, что въ каждой сколь 
угодно малой, поверхности это множество, во всякомъ случаЪ, въ 
безконечное число разъ больше, чфмъ въ лини, и также, наконецъ, 
несомнінно, что въ тЪлЪ оно въ безконечное число разь больше, 
чЪмъ въ поверхности. 

3. Въ третьемь парадоксЪ, о которомъ мы упомянули въ на- 
чалЪ этого параграфа, говорится, что существують протяженія, ко- 
торыя дђлаютъ безконечное число оборотовь вокругь одной точки 
и сохраняютъ все-таки при этомъ величину конечную. Если это 
протяжене должно быть линейнымъ, то, какъ мы видЪли только 
что въ №. 1, это можеть имЪть місто только въ томъ случаЪ, когда 
вся линія находится въ конечномъ пространствЪ. При этомъ же условіи 
нЪтъ ничего непонятнаго въ томъ, что она сохраняетъ конечную длину, 
хотя и дБлаетъ безконечно много оборотовъ вокругъ данной точки. 
Для этого должно быть только соблюдено еще дальнфйшее условіе, 
что эти обороты, начиная сь нЪкоторой конечной величины, безко- 
нечно убываютъ надлежащимь образомъ. Требованіе-же это можетъ 
быть выполнено, благодаря тому обстоятельству, что обороты бу- 
дуть происходить вокругь одной только точки. Въ са- 
момъ ділі, благодаря этому оказывается возможнымъ, чтобы раз- 
стояніе отдфльныхъ точекь одного оборота отъ центра, а слідова- 
тельно, также и ихъ разстоянія между собой, убывали безконечно, 
при чемь, какъ это видно уже для окружности, и длина этого обо- 
рота можетъ быть безконечно уменьшена. Логариемическая 
спираль сама собой навбрно представится нашему читателю, 
какь прим%ръ линіи, о которой мы здЪсь говорили; слЪдуетъ при- 
нять во вниманіе только ту ея часть, которая, начиная съ нікото- 
рой данной точки, постоянно приближается къ центру, никогда од- 
нако его не достигая. 

Если же пространственное протяженіе, дблающее безконечно 
много оборотовъ вокругъ одной данной точки, должно быть по- 
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верхностью или тблом'ь, то не представляется надобности 
даже и въ ограничительномъ условій, чтобы ни одна изъ точекъ 
протяженія не удалялась отъ центра дальше опредбленнаго разстоя- 
нія. Въ самомь дЪлЪ, для того чтобы возможно скорбе понять мою 
мысль, пусть читатель представить себЪ упомянутую спираль, 
какъ нікоторьй родъ лини абсциссъ, изъ каждой точки которой 
проводятся ординаты перпендикулярно къ ней и ея плоскости. Со- 
вокупность всфхъ этихъ ординатъ образуетъ тогда, очевидно, 
поверхность (изъ рода цилиндрическихь), которая, съ одной сто- 
роны, приближается въ безконечномъ количествЪ оборотовъ къ 
центру, никогда не достигая его; съ другой-же стороны— удаляется 
въ безконечность. Величина этой поверхности будетъ зависіть отъ 
закона, по которому мы будемъ увеличивать или уменьшать ор- 
динаты. Часть, приближающаяся къ центру, останется всегда конеч- 
ной, если только ординаты этой стороны (т. е. только ординаты, 
отвічающія конечной вЪтви лини абсциссъ) не будуть увеличиваться 
до безконечности, потому что каждая поверхность, которой абсциссы 
и ординаты не возрастаютъ до безконечности, будетъ конечной. Но 
и та часть поверхности, которая находится надъ другой вЪтвью 
спирали, удаляющейся въ безконечность, останется конечной, если 
только ординаты убываютъ въ боле быстромъ отношеніи, чЪмъ 
возрастаютъ абсциссы (т. е. длины дугь спирали). Поэтому, если 
мы примемъ за линію абсциссь натуральную спираль, въ кото- 
рой вЪтвь, приближающаяся къ центру (считая отъ точки, въ ко- 
торой радіусъ = 1), имфетъ длину М 2, и если для ограниченія по- 
верхности возьмемъ дугу гиперболы высшаго порядка, им5ющей урав- 
нене ух? = ад, то та часть этой поверхности, которая отвічаєть 
х= а и всБмъ ббльшимъ значенямъ х, будеть иміть только вели- 
чину а?, между тъмъ какъ другая, отвбчающая всфмъ меньшимъ 
значеніямь х, будетъ увеличиваться до безконечности. Если-же мы 
возьмемъ а > (2 и переставимъ конечную точку абсциссы х =а 
въ ту точку спирали, которая имбеть радіусомь 1, то центръ сов- 
падаетъ съ конечной точкой абсциссы х = доз фо. и потому бу- 
деть имбть конечную ординату 7), а часть поверхности, отвЪчающая 
этой вЪтви спирали, будеть не больше, чфмъ 

1 й а? аз 


а? ( Е. 7, ЕЕ Ея ке О РЧЫ 4312) ЕЕ 
а х) а— У 2 а- У З 


{ 
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вся-же поверхность, покрывающая спираль по объ стороны (чтобы 
получить величину этой поверхности, мы должны сложить величины 
оббихь ея частей, беря ихъ положительныя значенія), будетъ поэтому 
4 а? у аз 
= а? | ( — — а”) = -_. Такимъ образомъ, напримЪръ, для 
а ие а-- | 2 
а=2 вся поверхность выражается только числомь 4 (2 + У 2): 


Подобнья обстоятельства имфютъ місто также для тЪлесныхъ 
протяженій. СлЪдуетъ только замітить, что здЪсь часть тіла, стремя- 
щаяся къ центру, стала бы входить въ пространство своихъ соб- 
ственньхь оборотовъ, если-бы мы стали увеличивать ея протяженіе 
въ ширину и толщину. Если желательно изббжать этого и имЪть 
тіло, всЪ части котораго лежать каждая вні другой, то можно до- 
стигнуть этой ціли, напримЪръ, такъ: возьмемъ поверхность такого 
рода, какь разсмотрінная нами выше, которая, при приближеніи къ 
центру, все увеличиваєтся вь ширину, и придадимь ей еще третье 
изм'Бреніе, -толщину, которая, однако, при приближеніи къ центру, 
уменьшалась-бь вь такомь отношеній, чтобь составлять постоянно 
менфе половины разстоянія между двумя ближайшими оборотами 
спирали. 


$ 49. 


Пространственныя протяженія, имБющія безконечную величину, 
находятся къ этой самой величин въ столь разнообразныхъ и 
часто столь парадоксальньхь отношеніяхь, что мы должны разсмо- 
тріть въ отдільности, по крайней мЪрЪ, нЪкоторыя изъ этихъ от- 
ношеній. || 

Что протяженіе, заключающее въ себЪ безконечное множество 
точекь, вслібдствіе этого еще не должно быть непрерывнымъ про- 
тяженемъ, и что въ непрерывномъ протяженій величина его вовсе 
не опредбляєть множества его точекъ; что изъ двухь протяженій, 
которыя мы считаемъ равновеликими, одно можетъ заключать на 
безконечное множество точекь больше или меньше, чЪмъ другое; 
далЪе, что поверхность можетъ даже заключать въ себЪ въ безко- 
нечное число разъ больше или меньше линій, тіло въ безконечное 
число разъ больше или меньше поверхностей, чьмь протяжене то- 
го-же рода, которое мы считаемъ съ нимъ равновеликимь--все это 
мы въ прав считать достаточно разъясненнымъ выше. 


Вр://гст.ога.р! 


93 


1. Первое, на что мы хотимъ обратить вниманіе читателя, это: 
то, что множество точекь, которое заключаєть въ себЪ хотя-бы. 
самая короткая прямая ах, должно быть разсматриваемо, какъ мно- 
жество, которое въ безконечно большое число разь 
больше безконечнаго же множества, получаемаго изъ перваго 
слЪдующимъ образомъ: начиная съ одного изъ концовь, съ точки 
а, беремъ въ надлежащемъ разстояніи вторую точку 6, за нею, въ 
меньшемъ разстояніи, третью точку с, и такъ продолжаємь безъ 
конца, уменьшая эти разстоянія по такому закону, чтобы безконеч- 
ное ихъ множество въ суммЪ было равно или меньше разстоянія ах. 
Въ самомъ ділі, такъ какъ безконечно многія части ай, фс, сі... 
на которья распадается ах, вс суть лин конечнья, то съ каждой 
изъ нихь можно поступить точно такь-же, какъ мы только что по- 
ступили съ ах, т. е., въ каждой можно будетъ опять указать такое- 
же безконечное множество точекь, какъ и въ ах, и эти точки бу- 
дуть находиться также въ ах. Слідовательно, въ цБлой лини [< 
такое безконечное множество точекъ должно заключаться безконеч- 
ное число разъ. 

2. Каждой прямой или даже вообще пространственному про- 
тяженію, которое (геометрически) равно другому (т. е. совпада- 
етъ съ нимъ во всьхь признакахъ, которые, помощью  срав- 
ненія сь данньмь разстояніемъ, можно выразить Въ по- 
нятіяхъ), должно приписать одинаковое множество точекъ, 
если мы въ нихъ одинаково выберемъ границь, наприм%ръ, въ ли- 
ніяхь, присчитаемъ концы или не присчитаемъ ихъ. Въ самомъ ділі, 
противное могло бы имбть місто только въ томъ случаЪ, если бы 
существовали разстоянія, которья, будучи равными, допускали-бы 
неодинаковое множество точекь между тЪми точками, между кото- 
рыми они служать разстояніями. Однако, это противорфчитъ поня- 
тю, которое мы связываемъ со словомъ «геометрически рав- 
ный», потому что мы называемъ разстояніе ас только тогда 
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неравнымъ разстоянію ар, а именно большимъ, когда точки рис 
лежать по одну сторону точки а, и точка Ё находится между аи с, 
такъ что всЪ точки, лежащія между а и Ё, будутъ лежать также 
между а и с, но не наобороть, т. е. не вс точки, лежащія между 
а и с, будуть лежать также и между а и ф. 
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3. Если мы обозначимь множество точекь, лежащихъ между 
аи Ё, вмЪстъ съ а и ф, черезъ Е, и примемъ прямую ар за единицу 
всбхь длинъ, то множество точекъ прямой ас, которая имбеть 
длину п (подъ по мы разумбемь теперь только цілое число), если 
присчитать и ея крайнія точки а и с, будеть равно пЕ-- (п — 1). 

4. Множество точекь, содержащихся вь площади квад- 
рата, сторона котораго равна 1 (въ обыкновенной мърБ площа- 
дей), будетъ равно Е”, если мы присчитаемъ и периферію ея. 

5. Множество точекъ въ каждомъ прямоугольник %, одна 
сторона котораго имЪетъ длину т, другая— длину п, будетъ равно 
тпЕ? — [п (т — 1) + м (п — 1] Е + (т -- 1) (п — 1), если присчи- 
тать и периферію его. 

6. Множество точекъ въ куб %, сторона котораго = 1 (въ 
обыкновенной мр тіль), будеть Е?, если мы присчитаемъ и точки 
его поверхности. 

7. Множество точекъ въ параллелепипед %, стороны ко- 
тораго имфютъ длины 2л, п, г, съ присоединеніемъ поверхности, 
будетъ равно тпг. ЕЗ — [пг (т — 1) {+ тг(п — 1) + тп(г— 1)] Е? 
+ [м (п — 1) (7—1) 4 п (т -- 1) (г-- 1) 

-г(т -- 1) (п-- 1) Е-- (т -- 1) (п-- 1) (г— 1). 

8. Прямой, простирающейся безконечно въ объ стороны, мы 
должны приписать безконечную длину и множество точекъ, кото- 
рое будетъ въ безконечное число разъ больше, чЪмъ множество то- 
чекъ прямой, принятой за единицу и равной Б. Мы должны при- 
знать также, что всЪ такія прямыя имфютъ равную длину и рав- 
ное множество точекъ, такъ какь опредфляющя ихъ части, съ 
помощью которыхъ могутъ быть опредблень для двухъ такихъ пря- 
мьхь двЪ точки, черезь которыя онЪ проходять (если мы возьмемъ 
одинаковое разстояніе между этими точками), будуть не только 
подобны другъ другу, но и (геометрически) равны. 

9. Положеніе любой точки на такой прямой совершенно оди- 
наково сь оббихь сторонъ прямой и представляєть лишь таке 
признаки, допускающе выражене въ понятіяхь, какіе представляетъ 
положене каждой другой точки. ТЪмъ не мен%е, нельзя сказать, 
что такая точка раздбляєть линю на двЪ части одинаковой 
длины, потому что, если бы могли сказать это объ одной точкЪ 
а, то, на томъ же основами, мы бы должны были утверждать это 
о каждой другой точкЪ Ё, что однако заключаетъ въ себЪ противо- 
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ръчіе, такъ какъ если бы длина аК была равна длинЪ 45, то не 
могло бы быть ВА (= ра + ак) = 55 (= а5 — аб). 


2 З т >> 


Напротивъ того, мы должны утверждать, что прямая, простираю- 
щаяся неограниченно въ объ стороны, совсфмъ не имбеть 
середины, т. е. не имбеть такой точки, которая могла бы быть 
опредЪлена только съ помощью выражаемаго въ понятіяхь отноше- 
нія ея къ этой линии. 

10. Плоской поверхности, которую заключаютъ между 
собою двЪ параллельныя прямыя, неограниченныя съ обЪихъ сто- 
ронъ (т. е. совокупности всбхь тЪхъ точекъ, которья содержатъ 
перпендикуляры, опущенные изъ каждой точки одной изъ этихъ 
параллельньхь прямыхъ на другую), мы должны приписать безко- 
нечно большую площадь и множество точекь, которое въ 
безконечное число разъ больше множества точекъ въ квадратЪ, 
равномъ Е” и принятомъ за единицу площадей. Всбмь подобнымъ 
полосамъ, ограниченнымъ параллельными прямыми, ёсли онъ имфютъ 
одинаковую ширину (длина перпендикуляра), мы должны припи- 
сать равную величину и равное множество точекъ. Въ самомъ 
ділі, ихъ также можно опредблить такимъ образомъ, что опредЪ- 
ляющія части не только подобны, но и равны геометрически между 
собой, напримъръ, если мы опредбляємь ихъ сь помощью равно- 
стороннихъ прямоугольныхъ треугольниковъ съ равными сторонами, 
при чемъ будетъ установлено, что одна изъ параллельныхъ прохо- 
дить черезъ основан, а другая черезь вершину треугольника. 

11. Положеніе любого перпендикуляра въ такой полосЪ, огра- 
ниченной параллельными прямыми, одинаково сь обЪихъ сторонь 
плоскости и не представляетъ никакихь другихь, выражаемыхъ въ 
понятіяхь, признаковь, по сравненію сь положенемъ каждаго дру- 
гого перпендикуляра. Несмотря на это, невозможно сказать, что 
такой перпендикуляръ ділить плоскость на двЪ геометрически 
равныя другъ другу части, потому что такое предположене при- 
вело бы насъ, какъ въ № 9, къ противорфчю, чЪмъ и доказывает- 
ся его неправильность. 

12. Если мы возьмемъ плоскость, простирающуюся во всфхъ 
направленяхъ въ безконечность, то мы должны приписать ей без- 
конечно большую площадь и множество точекъ, которое въ безко- 
нечное число разъ больше множество точекь, заключающихся въ по- 
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лось, ограниченной параллельными прямыми. Совершенно такъ, какъ 
подобнымъ полосамъ одинаковой ширины, мы должны также припи- 
сать и безграничньмь плоскостямъ равное безконечное множество 
точекъ. Въ самомъ дЪлЪ, для нихъ оказывается также врнымъ то, 
что онъ могуть быть опредблень не только при помощи подобія, 
но и (геометрическаго) равенства; напримЪръ, если мы будемъ 
опредЪлять каждую изъ нихъ съ помощью трехь точекь, лежащихъ 
на ней и образующихъ подобные и равные треугольники. 

13. Положеше неограниченной прямой, взятой произвольно на 
такой безграничной плоскости, совершенно одинаково на оббихь 
сторонахъ плоскости; оно представляетъ, кромЪ того, тЪ же самые, 

й выражаемые въ понятіяхь, признаки, какь 
й Е ри положене всякой другой прямой этого 


ХХ « рода. Однако, невозможно сказать, что та- 
5 / ? кая прямая раздібляєть плоскость на двЪ 
Д $ Пре геометрически равныя части, по- 


тому что, если бы стали утверждать это 
о прямой А5, то должны были бы допу- 
стить это и въ отношеній всякой другой 
К'У, что ведеть, однако, къ явному проти- 
ворбчію, какъ только мы возьмемъ эти прямыя параллельными 
между собою. 

14. ДвЪ неограниченныя прямыя, которыя, находясь въ одной 
плоскости, не параллельны между собою и, слФдовательно, гдЪ-ни- 
будь пересбкаются и образуютъ четыре угла (по-парно равныхъ), 
дблять все пространство неограниченной плоскости на четыре части, 

85 изъ которыхъ каждыя дв, за- 
ь Р ключающіяся вь равньхь 

о р т" (подобныхъ) углахь Ка5-Кау, 

а 7 Ка5 Ка, подобны между 

р ЕРИ собою. Каждое изъ этихъ четырехъ 

Ба - пространствь, заключаю- 

З щихся въ углахъ, содержитъ 
5 въ себЪ безконечное множество, 
простирающихся съ одной стороны въ безконечность, полось 
любой ширины, ограниченныхъ параллельными пря- 
мьми и подобныхь тЪмь, о которыхъ мы говорили въ № 11. 
Если мы мысленно отбросимъ любое конечное множество полось, 


пу 
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то останется еще угловое пространство, заключающееся въ углЪ, 
равномъ первоначальному. Но совершенно такъ же, какъ 
послЪ объясненій, изложенныхъ въ № 9 и № 11, мы не въ правЪ 
назвать равными стороны этихъ угловъ или полосы, которыя явля- 
ются частями занимаемаго ими пространства, — точно такъ же, и 
на подобныхъ-же основаніяхь, мы не въ правЪ назвать равными по 
величин и эти безконечныя угловыя пространства, заключенныя 
хотя бы и въ равныхъ углахъ. 

Такь, относительно двухъ ча- нео пай 1 
стей плоскости, ограниченныхъ \ М 

углами. Каб и Рау, -мы ви. (м о > 5 
димъ ясно, что первая больше 
второй, хотя углы и равны \ \ 

другъ’ другу, если 02У || а5, 5 о 

сР|ак. Е 

15. Пространство, которое заключають между собою дві па- 
раллельныя безграничныя плоскости (т. е. совокупность всбхь тЪхъ 
точекь, которыя находятся на всЪхъ перпендикулярахъ, опущен- 
ньхь изъ каждой точки одной плоскости на другую), этотъ (если 
его такъ можно назвать) безграничный тЪлесный слой, 
мы должны считать, во всякомь случа%, безконечно боль- 
шимъ, какова’бы ни была его ширина (т. е. длина такого пер- 
пендикуляра). При равной ширині двухъ такихъ тблесньхь сло- 
евь мы можемъ назвать равными эти величины, а также можемъ 
считать равными множество точекъ въ двухъ такихъ тЪлесныхъ 
слояхъ, основываясь на томъ же заключени, которымъ мы пользова- 
лись уже много. разъ (№№ 8, 10, 12). 

16. Положеніе, которое занимаетъ въ безграничномъ тъ лес- 
номъ слоЪ произвольно взятая, перпендикулярная къ его плос- 
костямъ и ограниченная параллельными прямыми полоса, 
является совершенно сходнымъ съ обЪихъ сторонь т$леснаго слоя, 
и положен всякой другой полосы этого рода въ отношеніи къ этому 
самому безграничному т%лесному слою, или къ любому другому, 
является также подобнымъ. Однако, нельзя сказать, чтобы обі части 
тЪлеснаго слоя, отдбленнья одна отъ другой м должны были 
им%ть непремнно равныя величины. 

17. ДвЪ неограниченныя переськающіяся плоскости раз- 
дбляють все неограниченное пространство на четыре большія части, 
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изъ которыхъ каждыя дв противолежащія безспорно подобны 
одна другой, но не должны еще считаться всл%дствіе этого равными. 

18. Такъ-же мало слЪдуетъ считать равными по величині два 
т$лесныхъ пространства, которыя заключаются между продолжен- 
ными въ безконечность гранями двухь подобныхъ или (какь 
говорять) равныхъ тЪлесныхъ угловъ. 

19. Точно такъ-же не сл%дуетъ считать геометрически 
равными, т. е. имфющими равную величину, а тЪмъ болбе за- 
ключающими одинаковое множество точекъ, тЪ двЪ части, на ко- 
торыя дблить пространство безконечная плоскость, хотя 
он и будуть безспорно подобными. 


$ 50. 


Остается еще разсмотріть кратко ті парадоксы, которые мы 
встрЪчаемъ въ области метафизики и физики. 

Въ зтихь наукахь я устанавливаю слфдующя предложения: 
«во вселенной нЪтъ двухъ совершенно равныхъ вещей, 
а, слЪ довательно, и двухъ совершенно оавныхъ ато- 
мов'ь или простыхъ субстанцій, но необходимо допустить существо- 
ваніе подобныхъ простьхь субстанцій, какь скоро допускается су- 
ществованіе сложныхъ тіль въ мірб; наконець, необходимо 
также предположить, что всЪ эти субстанцій перемЪнны и по- 
стоянно измфняются». Я утверждаю все это, потому что мні ка- 
жется, что это все суть истины, которыя могутъ быть такъ-же строго 
и ясно доказаны, какъ любое предложене въ математикЪ. Несмотря 
на это, я долженъ опасаться, что большая часть физиковь отне- 
сется неодобрительно къ этимъ предложенямъ. Они відь ставятъ 
себЪ въ заслугу установленіе только такихъ истинъ, которымъ ихь 
учить опытъ, а опытъ не обнаруживаетъ никакой разницы между 
мельчайшими частицами тіла, въ особенности одного рода, на- 
примЪръ, между мельчайшими частицами золота, добытаго изъ того 
или другого рудника. ДалЪе, говорять они, опьть учить, конечно, 
что каждое тЪло сложно, но никто не виділь атомовь, такъ какь 
они, будучи совершенно простыми, не имБють никакого протяженія. 
Опытъ показываетъ, наконець, что различныя вещества, напримЪръ, 
кислородь, водородъ и т. д. входять между собою то въ одни, то 
въ другія соединенія и оказываютъ то одно, то другое дійствіе, — 
но чтобы они сами претерпЪвали вслдствіе этого внутреннія измЪ- 
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ненія, чтобы, напримъръ, кислородъ превратился постепенно въ дру- 
гое вещество, — это, по ихъ мнЪнію, простая выдумка. 

1. По моему мнінію, ошибочно утверждать, что опытъ учить 
насъ вышеприведеннымъ положеніямъ. Опьть, простой, непосред- 
ственный опытъ или воспріятіе, не соединенное съ извЪстными 
истинами, касающимися чистыхъ понятій, учить насъ только тому, 
что мы вообще имћемъ тъ или другія воспріятія или представления. 
Откуда являются эти представленія, вслЪдстве-ли дЪйств!я какого-либо 
отличнаго отъ насъ предмета, нуждаются-ли они вообще въ какой-ни- 
будь причин%, и какія свойства имбеть эта причина, — въ этомъ от- 
ношеніи непосредственное воспріятіе не учить нась ровно ничему; объ 
этомъ мы выводимъ заключенія только на основаній истинь, касаю- 
щихся чистыхъ понят и придумываемыхъ нашимъ разумомъ; заклю- 
чаемъ мы, въ большинстві случаевъ, по простому правилу вЪроятно- 
сти, о томь, напримбрь, что красный цвЪтъ, который мы теперь ви- 
димъ, вызванъ болзненнымъ состояніємь нашихъ глазъ, а ощущене 
запаха вызвано близостью цвътка. Напротивъ, для того, чтобы зам$- 
тить, что между любыми двумя вещами должно быть какое-нибудь 
различіе, нбть надобности ни въ какомъ выведенномъ изъ опыта за- 
ключеніи простой вЪроятности. Напротивь того, мы можемъ прійти 
къ этому сь полной достовЪрностью послі небольшаго размышлений. 
Если 4 и В--дві вещи, то именно всл%дствіе этого должна имЪть 
місто истина, что вещь 4 не есть вещь ДВ, -- истина, которая 
предполагаєть существованіе двухь представленій 4 и В, изъ кото- 
рыхъ одно служить представленіемъ только вещи 4, но не В; 
другое-же только вещи В, но не А. Въ зтомь уже обстоятельствЪ 
лежить, конечно, различіе (и притомъ внутреннее) между вещами 
А и В. Если мы видимъ такимъ образомь, что между любыми 
двумя вещами необходимо есть извістнья различія, то какимъ 
образомь можемъ мы себЪ позволить сомніваться въ такомъ раз- 
личи только потому, что мы его иногда не замъчаемъ. Для того, 
чтобы его замЪтить, вбдь нужна особая острота чувствъ и много 
другихъ обстоятельствъ. 

2. Правильно то, что только опытъ учитъ насъ тому, что суще- 
ствуетъ много вещей, оказывающихъ на нась свое дійствіе, и что 
именно тв, которыми обуславливаются наши воспріятія, сложны. 
Однако, опьть учить насъ этому только въ предположеній извб- 
стныхъ истинъ, касающихся чистыхъ понятій, какь напримЪръ, той, 
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что различнья дЪйствія вызываются различными причинами, и т. д. 
Но не менфе върны и выражающіяся въ понятіяхь истины, что 
каждая причина должна быть чЪмъ-то дійствительньмь, что 
все дЪйствительное есть или субстанція, или совокупность мно- 
гихъ субстанцій либо свойствъ одной либо многихъ субстан- 
цій; равньмь образомъ, что свойства, представляющія н%Ъчто 
дЪЙствительное, не могуть существовать безъ существованія суб- 
станціи, въ которой они находятся, а совокупности субстан- 
цій не могуть существовать безь субстанцій, которыя состав- 
ляють части этихъ совокупностей. Однако, отсюда сл%дуетъ 
со строгой необходимостью существованіе простыхъ субстанцій, и 
было бы смЪшнымъ не признавать ихь существованя только по- 
тому, что мы ихъ не видимъ; и это. дБлаєтся еще болће несообраз- 
нымъ, когда дальнйшее размышлене учить, что каждое тЪло, ко- 
торое мы можемъ воспринимать съ помощью внішнихь чувствъ, 
должно быть сложно, даже должно быть составлено изъ безконеч- 
наго количества частей. 

3. Подобное-же ошибочное заключеніе отъ невоспріятія къ 
несуществованію получается, при нежеланій допустить то, что всЪ 
конечныя субстанцій подлежатъ никогда не прекращающемуся изм 5- 
ненію. На своей собственной душ Ъ мы достаточно знаемъ измЪн- 
чивость ея состояній, представленій, свойствъ и силь; простая ана- 
логія побуждаєть насъ сдблать подобное заключеніе о душахъ жи- 
вотньхь и о растеніяхь. Но только основываясь на разум мы въ 
прав принять, что въ дЪйствительности измфняются всі субстан- 
цій, даже и тъ, которыя въ теченіе столітій не обнаруживають 
никакихь замЪтныхъ для насъ измЪненй. Кто хочеть оспаривать 
это, кто высказывается противъ этого, по крайней мірі, въ отно- 
шеніи такъ называемой мертвой матеріи и ея простыхъ 
частей, или атомовъ, тоть вынужденъ утверждать, что всЪ измЪ- 
ненія, являющіяся намъ въ этой части твореня (если, напри- 
мЪръ. кусокъ льда, который былъ только что твердьмь, теперь 
растаяль и въ теченіе ближайшаго часа улетучится въ формб 
пара) — что всЪ эти изміненія (говорю я) суть перемЪны, касаю- 
щіяся мість, занимаемыхъ меньшими или ббльшими частицами 
зтихь тфлъ, при чемъ въ самихъ частицахъ не происходитъ ника- 
кихъ внутреннихъ перемЪнъ. Но какъ же можно не замбтить про- 
тиворічія въ которое впадають при зтомь объяснени? Въ самомь 
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дл, если бы не происходило никакого изміненія въ простыхъ 
субстанщяхъ— внутри ихъ, то въ такомъ случаЪ, что могло бы быть 
причиной перем$нъ въ отношеніи ихъ мість, и какія слЪдствія должны 
были-бы имЪть эти только внЬшнія измфненя, каковы были-бы ихъ 
цБли и по какимь признакамь они могли бы быть хотя бы только 
узнаны? На всЪ эти вопросы можно отвЪтить разумно только въ 
томъ случа, если признать, что простыя субстанцій, именно ть, 
которыя не совершенны, т. е. могутъ вмЪстить большее количество 
силь, чбмь въ нихъ есть, по этому самому иміють способность къ 
изм5нен!ю при взаимодЪйствіи, и если разсматривать ихъ 
мЪста только какъ такія ихъ опредбленія, которья заключа- 
ють основаніе, почему именно, владбя данной мЪрой силь въ дан- 
номь промежуткЪ времени, онъ вызываютъ одна въ другой именно 
это, а не большее или меньшее изм%неніе. Только при этомъ пред- 
положеніи, столь ясномъ и очевидномъ даже для обыкновеннаго 
человібческаго ума, и исчезаетъ всякое противорћчіе въ ученіи о 
вселенной; нужно только подняться выше нЪкоторыхъ почти уста- 
рБльхь школьныхъ мніній для признанія того, что все находится 
въ полномъ согласіи. 


$ 51. - 


1. Первое изъ этихъ школьныхъ мніній, отъ которыхъ 
мы должны отказаться, есть придуманная прежними физиками 
мертвая или просто недъятельная матерія, простыя части 
которой, если таковыя существуютъ, вс равны между собою, вЪчно 
неизмЪнны и не имфютъ никакихъ собственныхъ силь, кромЪ развЪ 
такъ называемой силы инерціи. Что всегда дЪйстви- 
тельно, то должно и дъйствовать, а слідовательно, имЪетъ 
силы для дЪйствія. Субстанція же ог раниченная, и поэтому 
перемнная, не можетъ, конечно, имъть никакой силь, которая по 
самой своей природі не допускала-бы измЪненія въ своемъ дійствій и, 
слЪдовательно, въ особенности, не можетъ владъть творческой силой 
и должна имфть только силь изм'ненія, которья могутъ быть 
или имманентными, какъ сила ощущенія, или переходя- 
щими, какь сила движенія. 

Какъ-бы тамъ ни было, для того, чтобы научиться постепенно 
съ достаточной точностью судить о результатахь, которья произой- 
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дуть оть извЪстнаго соединенія многихь тіль, да будетъ намъ дозво- 
лено теперь и послі представлять себЪ разсматриваемый случай сна- 
чала значительно болЪе простымъ и предположить, вмЪсто безконечнаго 
множества силь, которыя здЪсь дЪйствуютъ на самомъ дЪлЪ, присут- 
ствіе только нЪкоторыхъ, немногихь силь, и даже вообще разсмат- 
ривать такія тЪла и ихь свойства, которыя въ дЪйствительности 
вовсе не существуютъ, сь цфлью опредблить, что онъ могуть про- 
извести. Но, не обсудивь надлежащимь образомь предмета, мь не 
въ прав предполагать, что результаты, получаемые въ этомъ во- 
ображаемомъ случаЪ, согласуются, до извЪстной степени, съ тЪми, 
которые получатся въ дЪйствительности. Невнимане къ этой пре- 
досторожности, какъ мы впослідствій увидимъ, было причиною раз- 
личньхь знаменитьхь парадоксовъ. 


$152 

2. Другой школьный предразсудокъ состоитъ въ томъ, что 
никакое предположеніе непосредственнаго дЪй- 
ствія одной субстанціи на другую недопустимо въ 
наук. ВЪрно только то, что мы никогда не въ правЪ предпола- 
гать безъ предварительнаго доказательства, что извЪстное дЪйстве 
совершается непосредственно. ВЪрно также, что прекратилась-бы 
всякая научная работа, если бы мы стали объяснять каждое наблю- 
даемое нами явленіе тъмъ только, что говорили-бы, что оно возни- 
каетъ непосредственно. Однако, очевидно, что мы заходимъ слиш- 
комъ далеко и впадаемъ въ новую, также очень вредную ошибку, 
когда считаемъ каждое дЪЙствіе одной субстанцій на другую не 
непосредственным, даже не допуская нигдЪ непосредствен- 
наго дЪйствя. Въ самомъ дЪлЪ, какимъ-же образомъ могло бы 
произойти посредственное · дЪйствіе, если бы совсбмь не было бы 
непосредственнаго дійствія? Такь какъ это достаточно ясно, то 
мы и не станемъ останавливаться на этомъ дальше. Мы ограни- 
чимся только тЪмъ, что выразимъ удивленіе, какъ могь такой 
великій и осторожный мыслитель, какь Лейбницъ, прійти къ 
неудачной гипотез предустановленной гармоніи, ко- 
торая испортила всю его прекрасную систему космологіи. И это 
только потому, что онъ не зналъ никакого средства, которое 
давало бы простымъ субстанціямь возможность взаимодЪйствя. 
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$ 53. 


3. Съ этимъ предразсудкомъ тЪснфйшимъ образомъ связанъ, и 
этимъ самымъ уже опровергается, тоть еще болће давній предраз- 
судокь, что невозможно никакое (именно никакое непосредственное) 
дЪйствіе одной субстанцій на другую, находящуюся отъ нея въ 
нькоторомь разстояніи. Въ самомъ різкомь противорічіи 
сь этимъ представленіемъ, я утверждаю наоборотъ, что каж- 
дое дйствіе одной (находящейся въ пространств, слЪФдовательно, 
ограниченной) субстанцій на другую есть асіїо іп ӣіѕќапѕ уже по 
той очень простой причині, что дві различнья субстанцій въ каж- 
дое мгновеніе занимаютъ также два различныхъ мЪста и, слЪдова- 
тельно, должны находиться на нЪкоторомъ разстояніи одна отъ 
другой. Я говориль уже выше о кажущемся противорбчій между 
этимъ утвержденіемъ и тЬмъ, что пространство наполнено не- 
прерывно. 

$ 54. 

4. Это наше утвержденіе противорЪчитъ, конечно, и другому 
предразсудку школъ новЪйшаго времени, который усматриваетъ 
проникновеніе одной субстанціи въ другую именно въ каж- 
домъ химическомъ соединеніи. Я безусловно отрицаю всякую воз- 
можность такого проникновенія, потому что, на сколько "я вижу, 
уже въ самомъ понятіи простого міста (точки) заключается 
то, что оно есть місто, гдъ можетъ находиться только одна (про- 
стая) субстанція. ГдБ находятся два атома, тамъ и два міста. Изъ 
многократно уже повтореннаго нашего опредбленія простран- 
ства вытекаетъ также непосредственно, что только величина разсто- 
янія двухь дЪйствующихъ другъ на друга атомовь опреділяеть 
величину изміненія, которое они вызываютъ другь въ другЪ въ 
теченіе нікотораго даннаго промежутка времени. 

Если бы двЪ или больше субстанцій хотя-бы самое короткое 
время могли находиться въ одномъ и томъ-же мЪстЪ, то оказалось 
бы абсолютно невозможнымъ опредблить величину ихъ взаимодЪй- 
ствія въ это время; даже если бы это было только одно мгновеніе, 
невозможно было бы опредЪлить ихъ состояніе въ это мгновеніе. 


$ 55. 


5. Но со времень Без Сагѓеѕ’а возникъ еще новый пред- 
разсудокъ въ школахъ. Считая (съ очень похвальнымъ нам%рені- 
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емь), что невозможно оцінить достаточно высоко различе между 
субстанціями мыслящими и немыслящими (духомъ и ма- 
теріей, какь онь ихъ назвалъ), онь пришель къ поразительному 
для человЪческаго ума, даже немыслимому, утвержденію, что не толь- 
ко нельзя считать духовное существо протяженнымъ, т. е. со- 
стоящимъ изъ частей, но что даже невозможно разсматривать его, 
какъ какое бы то ни было существо, находящееся въ пространствЪ, 
т. е. заполняющее своимъ присутствіемъ хотя бы одну точку 
пространства. Такъ какъ позднфе Кантъ зашель такъ далеко, · 
что объявилъ пространство (такъ же, какъ и время) только парою 
формь нашей чувственности, которымъ не соотвЪтствуетъ никакой 
предметь самъ по себЪ; далЪе, такъ какь онъ противоставляетъ 
другь другу два міра, духовный и чувственный, то 
нельзя и удивляться, если предразсудокь, что духовнья существа 
не занимають міста въ пространствЪ, укоренился такъ глубоко, 
по крайней мЪрЪ, въ Германи и если онъ держится въ нашихъ шко- 
лахъ до сегодняшняго дня. Относительно основанй, при помощи 
которыхъ, какъ я думаю, я опровергь этотъ предразсудокь, я дол- 
жень указать на другія мои сочиненя, а именно на Міѕѕеп- 
ѕсһаѓёѕ Һіеһге и на А һапаѕіа. Каждый долженъ будетъ при- 
знать то, по крайней мЪрЪ, что установленный мною взглядъ, по 
которому вс созданныя субстанцій, на общемъ основаніи, должны 
находиться какъ во времени, такъ и въ пространств, и все раз- 
личіе въ ихъ силахъ составляетъ только различіе степени, имфетъ 
уже преимущество простоты передь всЪми другими, до сихъ поръ 
извЪстными взглядами. 


$ 56. 


6. Такой взглядь устраняетъ также и большой парадоксь, ко- 
торый до сихъ поръ всегда усматривали въ связи между ду- 
ховными и матер!альными субстанщями. Какъ можетъ 
дЬИствовать матерія на духь и--обратно--духь на матерію, если 
они столь разнороднь, —это считалось тайной, неподдающейся изслћ- 
дованію для нась, людей. Изъ вышеприведенныхъ взглядовъ, однако, 
слЪдуетъ, что это взаимодЪйстве должно быть, по крайней мірі, 
отчасти непосредственнымъ, а слідовательно, не можетъ заклю- 
чать въ себЪ ничего тайнаго и сокровеннаго для насъ; этимъ, 

однако, мы отнюдь не хотфли сказать, чтобы не было очень многого 
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достойнаго познаня и изслідованія въ той части этихъ воздЪй- 
ствій, которыя вызываются при посредствЪ чего либо и особенно 
при посредствЪ организмовъ. 


$ 57. 


7. Если въ древности представляли себъ субстанціи безъ 
силъ, то въ новЪйшее время, наоборотъ, стремились создать вселен- 
ную изъ одньхь силь, безъ субстанцій. То обстоятельство, 
что каждая субстанція проявляєть свое существоване не иначе, 
какъ при помощи своихъ дЪйствЙ, слідовательно, при помощи 
силъ, вызвало, безь сомнінія, ошибочное опреділеніе понятія суб- 
станцій, какъ совокупности однЪхъ силь. Грубый чувственный 
образь, на который указьваєть зтимологія словь: субстанція, 
субстрать, субъектъ, носитель ит. п., казалось, давалъ 
ясное доказательство того, что господствующее всобще учене, по 
которому для существованія субстанцій нужно нЪчто особенное, 
чему эти силы принадлежать, какъ его свойства, представляєть 
простой обмань чувствъ, потому что здЪсь, конечно, ніть никакой 
надобности въ носителЪ, въ основі, въ собственномъ значеніи 
этого слова. Но разв мы должны оставаться при этомъ чувствен- 
номъ истолкованіи? Любое нічто, даже простое понятіе о 
ничто, мы должны вфдь разсматривать, какъ предметъ, который 
имбеть не одно только свойство, а цілую совокупность безконечно 
многихъ свойствъ. Мыслимъ-ли мы на этомъ основаніи любое нЪ- 
что, какъ носителя въ собственномъ значеніи этого слова? Конечно, 
нЪтъ! Но если мы будемъ мыслить н%что, опреділяя его какъ нічто 
дъйствительное, не являющееся качествомъ другого дЪйстви- 
тельнаго, то оно будетъ заключаться въ понятіи субстанціи, 
согласно съ правильнымъ опредбленіємь этого слова. Кром одной 
несотворенной субстанціи, такихъ сотворенныхъ субстанцій суще- 
ствуетъ множество. Мы называемъ силами, въ общепринятомъ зна- 
ченіи этого слова, всЪ тЪ свойства этихъ субстанцій, которыя мы 
должны считать ближайшей (т. е. непосредственной) причиной 
какого либо явленія внутри или вні производящей его субстанщи. 
Сила, которая не являлась-бы свойствомъ какой либо субстанціи, 
должна быть названа не просто силой, а самостоятельной суб- 
станціей, такъ какъ она, въ качествЪ причины, была-бы чмъ- 
то дЪйствительнымъ и при томъ дЪЙствительнымъ, не находящем- 
ся ни въ какомъ другомъ дЪйствительномъ. 
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$ 58. 


Что ни одна ступень бытія не является ни наивысшей, 
ни наинизшей въ творени Бога; далбе, что на каждой 
ступени, какъ-бы ни была она высока, во всякое, хотя-бы самое 
раннее время существовали творенія, которыя, благодаря своему бы- 
строму развит, достигли уже этой ступени; что на каждой, даже 
самой низшей ступени и во всякое, даже самое позднее время бу- 
дутъ существовать творен!я, которыя, несмотря на постоянное дви- 
жене впередъ, только теперь достигають этой ступени,—всЪ эти 
парадоксы не нуждаются ни въ какомъ дальньйшемь объясненіи по- 
слЪ всего того, что мы говорили по поводу подобныхъ вопросовъ 
(5 38 и слід.) относительно времени и пространства. 


$ 59. 


Однако, еще болће странно звучить сльдующій парадоксъ: 
«Несмотря на то, что все безконечное пространство все- 
«ленной вездб и во всі времена наполнено субстанціями такимъ 
«образомь, что ни одна точка ни на одно мгновене не остается 
«безъ находящейся въ ней субстанщи, а также ни одна точка не 
«содержить двухъ или многихъ субстанцій, --несмотря на это, су- 
«ществуетъ безконечное множество различньхь степеней плот- 
«ности, присущихь субстанціямь, наполняющимъ различнья части 
«пространства вь различнья времена, -такь что одно и то же ко- 
«личество субстанцій, наполняющее въ это мгновеніе, наприм%ръ, 
«этотъ кубическій футь, въ другое время можетъ занимать въ мил- 
«ліоны разъ большее пространство, или быть сжатымъ въ простран- 
«ство, въ тысячу разъ меньшее, и при томъ такъ, что при расши- 
«реній ни одна точка въ большемъ пространств не останется пу- 
«стой, а при сжатій ни одна точка меньшаго пространства не бу- 
«детъ заключать двухъ или больше атомовъ». 

Я знаю очень хорошо, что это мое утвержденіе въ глазахь 
большинства физиковь представляєть до сихъ поръ несообразность. 
Въ самомъ ділі, такъ какь они утверждаютъ невозможность со- 
гласованія факта неодинаковой плотности тіль съ пред- 
положенемъ непрерывно наполненнаго пространства, то они разсма- 
тривають нікоторьй родъ пористости, какъ общее свойство 
всЪхъ тБль, даже и тъхъ у которыхъ (какъ у газовъ и у эфира) 
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на это не указьваєть никакое наблюденіе. Въ зтихь-то порахъ, 
изъ которыхъ ббльшя считаются наполненными газами, значитъ, 
собственно, только въ никогда не видЪнныхъ порахъ жидкостей, фи- 
зики предполагають до сихъ поръ такъ называемое хасиит а ре’- 
Шит, т. е. извъстныя пустыя пространства въ такомъ множеств 
и такого протяженія, что едва ли билліонная часть пространства, на- 
полненнаго только эфиромъ, заключаетъ въ себЪ настоящую мате- 
рію. ТЪмъ не менфе я надіюсь, что для всбхь, кто настоящимъ 
образомъ взвЪсилъ сказанное въ $ 20 и слЪд., будеть достаточно 
ясно, что ніть ничего невозможнаго въ томъ, чтобы то же самое 
(безконечное) множество атомовъ занимало то большее, то меньшее, 
пространство безъ того, чтобы, въ первомъ случа, хотя-бы одна 
точка осталась не занятой и чтобы, во второмъ, хотя-бы одна точка 
заключала въ себЪ два атома. 


$ 60. 

Посл этого врядъ-ли покажется страннымъ уже давно уста- 
новленное въ древней метафизикЪ, въ ученіи (е пехи соѕтісо, ут- 
вержденіе, что каждая субстанція въ мір находится въ непрерыв- 
номъ общеній съ каждой другой, при томъ такимь образомъ, что 
изміненіе, которое одна изъ нихъ вызываетъ въ другой, "дблаєтся 
тЪмъ меньше, чЪмъ больше разстояне между ними, и что общій 
результатъ вліянія всьхь субстанцій на каждую въ 
отдібльности представляєть то измфнене, которое (если не прини- 
мать во вниманіе случай, когда происходитъ непосредственное 
воздйствіе Бога) происходить по извЪстному закону непре- 
рывности, такъ какъ уклоненіе отъ этого послідняго требуетъ 
такой силы, которая должна быть безконечно большой по 
сравнени съ непрерывной силой. 


$ 61. 


Несмотря на легкость, съ которой изъ простыхъ понят вы- 
водится ученіе о господствующихъ субстанціяхъ, уста- 
новленное уже въ первомь издани Аапаза (1829), въ этомъ 
ученій найдутся, однако, также парадоксы; поэтому является необхо- 
димымъ упомянуть здБсь о нихъ въ нісколькихь словах». 

А именно: я исхожу (/. с.) изъ мысли, что, такъ какъ между 
двумя субстанщями во вселенной во всякое время, какъ извЪстно, 
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должна существовать нЪкоторая разница конечной величины, то во 
всякое время существуютъ субстанціи, силы которыхъ возрасли уже 
настолько, что онъ пріобрвтають нЪкоторое превосходство надъ 
всЪми, лежащими вокругь нихь субстанціями, хотя-бы въ сколь 
угодно малой окрестности. — Было бы ошибкой, и притомъ ошибкой 
набрасывающей на это предположеніе подозръніе во внутреннемъ 
противорЪч!и, вообразить, что такая господствующая субстанція долж- 
на обладать силами, безконечно превосходящими силы подчинен- 
ныхъ субстанцій. Но это ни въ какомъ случа не вірно. Въ са- 
момъ ділі, допустимъ что въ пространств конечной величины, на- 
примЪръ, въ шарі (положимъ, въ его центрі), находится субстанція, 
силы которой превосходятъ силы каждой изъ простыхъ субстанцій 
въ конечное число разь; напримъръ, пусть каждая изъ прочихъ суб- 
станцій будеть вдвое слаббе ея. Конечно, невозможно сомн%ваться 
въ томъ, что совокупное дЪйстве этихъ безконечно многихь, бо- 
лЪе слабьхь субстанцій, въ случаб, когда онъ объединяются 
въ своей дЪятельности (какъ это, наприм%ръ, бываетъ при ихъ 
стремлени приблизиться къ нікоторому центральному тЪлу,—о 
чемъ мы будемъ вскорЪ говорить), превзойдетъ въ безконечное число 
разъ дЪйствіе болЪфе сильной субстанщи. Однако, могуть и должны 
быть и другіе случаи, когда эти силы не направлены къ одной и 
той-же цЪфли. А именно, если обратить теперь внимане только 
на то дійствіе, которое оказьваєть каждая изъ субстанцій, находя- 
щихся въ пространствЪ, на всякую другую, и на то, которое она 
взаимно испытываетъ,—то слідуеть сказать, что обыкновенно это 
взаймодійствіє окажется боле сильнымъ у сильнЪйшей субстанцій 
именно въ отношеніи, соотвЪтствующемъ ея силЪ. Въ нашемъ при- 
мЪрЪф, слЪдовательно, та субстанція, которую мы предполагаемъ, по 
крайней мЪрЪ, вдвое болбе сильной, чьмь каждую изъ сосбднихь, 
будеть дЪйствовать на каждую изъ нихь, по крайней мірі, вдвое 
сильне, чфмъ тб на нее. Это именно мы-и имбемь въ виду, когда 
говоримъ что она господствуетъ надъ другими. 


$ 62. 
Намь могуть, однако, возразить, что если это вірно, то не 
только въ нЪкоторыхъ пространствахъ, а въ каждомъ, даже сколь 


угодно маломъ пространствЪ, даже въ любой совокупности атомовъ 
долженъ находиться господствующій атомь, такъ какъ въ каждой 
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совокупности многихъ атомовъ долженъ быть, какъ самый сильный, 
такъ и самый слабый. Я надЪюсь, однако, что никто изъ моихъ чи- 
тателей не нуждается въ указаній, что только для конечныхъ мно- 
жествъ это должно быть всегда вЪрно; тамъ же, гдЪ имЪется без- 
конечное множество, для каждаго члена можетъ существовать боль- 
шій (или меньший), несмотря на то, что ни одинъ изъ нихъ не 
превосходить (или не меньше) нЪкоторой конечной величины. 
; $ 63. 

Эти господствующія субстанціи, уже по самому понятію 
о нихъ, являются въ каждомъ конечномъ пространствЪ только въ 
конечномъ количествЪ, при чемъ каждая изъ нихъ окружена боль- 
шей или меньшей оболочкой подчиненньхь субстанцій. Соединив- 
шись въ группы конечной величины, эти господствующія субстанцій 
и образують то, что мы называемъ разнообразными, встрЬчающи- 
мися въ мфрЪ тълами (газообразньми, капельножидкими, твердыми, 
органическими и т. д.). Въ противоположность имъ, я называю эфи- 
ромъ всю остальную міровую матерію, которая, не имЪя особен- 
ньхь атомовь, наполняетъ все остальное пространство и соединя- 
еть, слЪдовательно, всЪ тбла вселенной. ЗдЪсь не місто излагать, 
какъ нікоторья явленія, до сихъ поръ лишь несовершенно объя- 
сненныя или вовсе не нашедшія себЪ обьясненія, объясняются съ ве- 
личайшей легкостью на основаній этого предположенія (если угодно 
смотріть на него, только какь на предположеніе). Сообразно съ ці- 
лью этой работы, я долженъ себф позволить лишь нЪсколько ука- 
заній, которыя вьясняють кажущіяся противор%чія. 

Если всЪ созданнья субстанцій различаются между собсю только 
степенью своихъ силь; если поэтому для каждой изъ нихь нуж- 
но допустить нЪкоторую, хотя-бы самую малую степень чувство- 
ванія и если всЪ онф вліяють одна на другую,--то нЪтъ ничего 
понятнфе, чБмь то, что для каждьхь двухъ какихъ-бы то ни было 
субстанцій, а тъмъ болЪе для двухь особенныхъ субстанцій, не вся- 
кое разстояніе является одинаково пр!ятнымъ (одинаково 
полезнымъ для нихъ), такъ какъ отъ величины разстояній зависить и 
сила вліянія, которое онф оказьвають, а также и сила того вліянія, 
которому онъ подвержены. Если разстояніе, въ которомъ онЪ нахо- 
дятся, больше, чЪмъ это является прятнымъ для одной изъ суб- 
станцій, то въ ней проявится стремлене сократить это разстояніе, 
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т. е. проявится такъ называемое притяженіе, въ противополож- 
номъ-же случаб проявится отталкиваніе. Ни то, ни другое не 
должны мы представлять себЪ непрем$нно взаимнымъ; и еще менбе 
должны мы думать, что дЪйстве сопровождается всегда дЪйствитель- 
нымъ перемщеніемъ; но мы можемъ принять, какь достов%рное, то, 
что для каждыхъ двухь субстанцій во вселенной существуетъ раз- 
стояніе, достаточно большое для того, чтобы для него и для всЪхъ 
большихъ разстояній им%ло мЪсто взаимное притяжене, и что точно 
также существуетъ разстояніе, достаточно малое для того, чтобы 
для него и для всбхь меньшихь разстояній имЪфло мЪсто взаимное 
отталкиване. Но какъ-бы сильно съ теченіемъ времени ни изм%- 
нялась величина этихъ двухъ разстояній, которыя составляють гра- 
ницы притяженія и отталкиванія двухъ субстанцій, не только вслЪд- 
стые свойствь этихъ субстанцій, но также и вслЪдстве свойствь 
смежныхъ съ ними субстанцій, лежащихъ въ ихъ окрестности,--оста- 
ется безспорньмь то, что вліяніе, которое оказываютъ дві суб- 
станцій одна на другую, при условіи сходства прочихъ обстоя- 
тельствъ, должно уменьшаться съ увеличеніемъ разстоянія между 
ними, хотя бы уже по той причині, что множество тЪхъ субстан- 
цій, которыя могли-бы находиться въ равномъ разстояніи и претен- 
довать на одинаковое дйствіе, увеличивается, какъ квадратъ раз- 
стоянія. Далће, такъ какь перевЪсъ, который имбеть каждая 0со- 
бенная субстанція надъ каждой подчиненной, достигаєть всегда ` 
только конечной величины, между тъмъ какъ количество послЪд- 
нихь субстанцій превосходить въ каждомъ пространств коли- 
чество первыхъ въ безконечное число разъ, то понятно, что сила 
притяженія, которую оказываютъ всЪ субстанціи, находящіяся въ 
данномъ пространств, на одинь атомъ, вн лежащій, когда его 
разстояніе достигло достаточной величины, будетъ приблизительно 
такая-же, какая проявлялась бы, когда пространство не заключало-бы 
никакихъ особенныхъ субстанцій, а только .содержало-бы то же са- 
мое множество простыхъ атомовъ. Если связать это съ предыду- 
щимъ, то получится важное заключеніе, что между всЪми т%- 
лами, разстоянія которыхъ другъ отъ друга имфютъ 
достаточную величину, существуетъ сила притяже- 
нія, находящаяся въ прямомъ отношеніи къ сумм% 
ихъ массъ (т. е. множеству ихь атомовъ), и обрат- 
номъ къ квадрату ихъ разстоянія. Ни одинъ физикъ и 
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ни одинъ астрономъ, не отрицаєть въ наше время, что этотъ за- 
конъ наблюдается во всей вселенной, но, повидимому, до сихъ поръ 
ріьдко обращали внимане на то, какъ трудно онъ согласуется съ 
обыкновеннымъ взглядомь на свойства элементарных частей раз- 
личньхь тіль. Если бы діло обстояло такъ, какъ его себЪ обыкно- 
венно представляли, т. е. такъ, что ть 55 и болье простьхь 
тЪлъ, сь которыми познакомились наши химики на землі, обра- 
зують массу всбхь встрвчающихся здЪсь тіль при чемь каждое 
изъ нихъ представляєть лишь совокупность атомовь одного или 
другого, или нісколькихь изъ этихъ простьхь тбль (такъ что, на- 
примБръ, золото--просто совокупность однихь атомовъ золота, сЪ- 
ра--совокупность однихъ атомовъ сбрь и т. д.),-- если бы это было 
такъ, то пусть кто можетъ объяснитъ мні, какимъ образомъ ве- 
щества столь различнья по своимъ силамъ, а именно по степени 
своего притяженія, несмотря на это, по вЪсу другъ другу вообще 
равны, т. е. что ихъ віса относятся, какь ихъ массы. Справедли- 
вость же послЪдняго утвержденя доказывается непосредственно из- 
вЪъстнымъ опытомъ, что шары изъ любого вещества, если только они 
будуть равны по всу, сталкиваясь другь съ другомъ, обнаружива- 
ють при удар такія-же свойства, какъ тіла одинаковой массы, 
такъ что, напримбрь, при одинаковой скорости (насколько устра- 
нено дЪйствіе упругости или насколько оно принято въ разсчетъ) 
они приводятъ другъ друга въ состояніе покоя. Если-же мы предполо- 
жимъ, что всЪ тіла состоятъ собственно только изъ безконечнаго 
количества эфира, въ которомъ находится совершенно исчезающее 
въ сравненіи съ этимъ множествомъ число особенныхъ атомовъ, 
силы которыхъ превосходятъ только въ конечное число разъ силы 
атома эфира, то станетъ понятнымъ, что сила притяженія, кото- 
рую испытываютъ эти тла отъ всего земнаго шара, не можетъ 
быть ни въ какомъ случа замЪтно повышена малымъ числомъ 
особенньхь атомовь и что, слідовательно, вЪсъ ихъ долженъ быть 
пропорціоналень лишь всей ихъ масс. Однако, и теперь найдется 
не мало физиковъ, разсматривающихъ тепловую матерію (т. е. соб- 
ственно, то самое вещество, которое я отождествляю съ эфиромъ), 
какъ жидкость, которая находится во всЪхъ тфлахъ и никогда не 
можетъ быть вполн удалена изъ нихъ. Слідовательно, если-бы они 
не составили себЪ, къ несчастью, представленія, что эта тепловая 
матерія невЪсома, и если-бы они возвысились до взгляда, что 
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множество атомовь, находящихся въ каждомъ отдЪльномъ тіл 
вм'іБстб съ теплотой, въ сравненій съ послфдней, является количе- 
ствомъ исчезающимь (а какъ близки они были къ этой мысли, 
представляя себ иногда атомы отдЪленными другъ отъ друга раз- 
стояніями, безконечно большими по сравненію съ ихъ діаметрами), 
то имъ вскорЪ стало-бы совершенно ясно, что эта ихъ теплота и 
есть то, что опредбляєть вЪсъ всхь тіль. 


$ 64. 


Легко понять, что господство особенной субстанцій надь бли- 
жайшею областью состоитъ, если не въ чемъ-либо другомъ, то, по. 
крайней мЪрЪ, въ извЪстномъ болфе сильномъ притяженій сосбд- 
нихь атомовь, вслдствіе чего эти послЪдніе сближаются другъ съ. 
другомь и съ этой субстанщей плотнЪе, чьмь это имъло бы мЪсто: 
безъ такого притяженя; по этой причин они имфютъ стремлене 
при удобномъ случаЪ удалиться опять, какъ отъ этого центра при- 
тяженія, такъ и другь отъ друга, т. е. стремлене отталки- 
ваться. На это указываютъ многіе опыты, для объясненія кото- 
рыхъ, однако, совершенно напрасно предполагали  существованіе: 
первоначальной силы взаимнаго отталкиваня частицъ эфира.. 


$ 65. 


Изъ этого обстоятельства вьтекаєть легкое доказательство 
того предложенія, которое я установиль уже въ А{Папаз!а, что 
ни одна особенная субстанція не испытываетъ въ 
своей оболочк%Ъ такого измЪненія, при которомъ она не 
удерживала-бы извівстной, хотя бы самой малой части своей бли- 
жайшей окрестности. Конечно, никто ке подумаєть, что н$ко- 
торая особенная субстанція а лишится ближайшихь къ ней эфир- 
ньхь атомовь, если ни одна изъ всЪхъ окружающихь ее со- 
сьднихь особенньхь субстанцій Ё, с, 4, е... не измфняетъ сво- 
его разстоянія оть а. Можно было бы ожидать этого лишь въ 
томъ случаЪ, если бы нЪкоторые изъ нихь, или всЪ удалились. Од- 
нако, если даже это случится, то только часть частиць эфира, 
окружающихь а, послдуетъ за удаляющимися субстанщями Ё, с, 
й, е...; другая-же часть ихъ, а именно часть тЪхъ, которыя на- 
ходятся ближе всего къ а, должна всегда оставаться, хотя мы 
не только признаемъ, но даже утверждаемъ, какъ необходимое, что 
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зта часть займеть большее пространство. Смотря по обстоятель- 
ствамъ, эфирныя частицы могутъ притекать даже изъ извстныхъ 
отдаленныхъ областей и проникать въ тъ міста, которыя напол- 
нены эфиромъ, сравнительно болбе разрЪженнымъ, всл%дствіе слиш- 
комъ большихъ разстояній, на которыя раздвинулись субстанціи 
а, в, с, й, е... Но ніть никакого основанія къ тому, чтобы этотъ 
эфиръ, притекающій издалека, сталъ отталкивать эфиръ, окружаю- 
щій субстанцію а, и занимать его мЪсто. Притекающій эфиръ, 
вмсто того, чтобы вытЪснить зфирь, окружающій субстанцію а, 
долженъ только препятствовать его дальнЪйшему расширенію и 
сжимать его до тіхь поръ, пока плотность его не уравновбсить 
притягательныхъ силь всбхь окружающихъ атомовъ. 


$ 66. 


« 


ВслЪдъ за зтимь могуть быть разрьшень нікоторье прежне 
вопросы; отьбть на нихъ могли-бь показаться парадоксальными, 
если-бы они не нашли себЪ объясненя въ предыдущемъ. Къ этому 
роду вопросовъ относится вопросъ о границахъ тЪла: гдЪ, соб- 
ственно, кончается одно тіло и начинается другое? Подъ грани- 
цей тбла я разумъю совокупность тъхъ самыхъ крайнихъ 
атомовъ эфира, которые еще принадлежатъ тілу, т. е. такихъ 
атомовъ, которые‘ сильнфе притягиваются особенными его атомами, 
чЪмъ другими, находящимися по близости, господствующими ато- 
мами, такъ что, при измЪненіи положенія тіла относительно окру- 
жающей среды (напримфръ, удаленіи отъ нея), внфшня частицы 
эфира, составляющія его границу, удалятся вмЪстЪ съ нимъ, если 
и не съ той-же скоростью, то все же такъ, что не наступитъ ни 
раздфленія, ни вторженія постороннихь атомовъ. Если мы примемъ 
это опредбленіе понятія о границі, то окажется тотчасъ-же, что 
граница тбла представляеть нфчто очень измЪнчивое. Она изм%- 
няется даже почти постоянно, какъ только произойдетъ какое- 
нибудь изм%неніе въ самомъ т$л или въ сосфднихъ тблахь. По- 
нятно, что вс подобнья измфненя могутъ произвести много изм%- 
кеній, какъ въ сил, такъ и въ направленіи притяженія, которое 
испытываютъ не только подчиненные, но и господствующіе атомы. 
Такъ наприм%ръ многія частицы этого пера, которыя еще незадолго 
передъ этимъ сильне притягивались его массой, чЪмъ окружаю- 
щимъ воздухомъ, и потому составляли его часть, теперь притяги- 
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ваются сильнфе моими пальцами, чЪмъ массой пера, и потому от- 
рываются отъ него.—БолЪе точное разсужденіе показываетъ, что 
ніькоторья тіла на извЪстныхъ містахь не имфютъ вовсе атомовъ 
границы, т. е. такихъ атомовъ, которые были-бы самыми край- 
ними среди атомовъ, еще принадлежащихъ къ тълу и сл5дующихъ 
за нимъ при изміненій его положенія. Въ самомъ ділі, всякій разь, 
когда одно изъ двухъ сосфднихъ тіль имбеть въ опредЪленномъ 
мість самый крайній вмЪ5стЪ съ нимъ перемщающійся атомъ, то 
другое тіло, по этому самому, уже не будетъ имЪть подобнаго край- 
няго атома, такъ какъ всЪ атомы, находящееся за этимъ крайнимъ, 
уже составляютъ принадлежность другого тіла. 


$ 67. 


Такимъ-же образомъ получается отвіть на вопросъ, нахо- 
дятся-ли тфла въ непосредственномь соприкосновеніи другъ 
съ другомъ или отдблень н%которымъ промежуткомь, и когда имЪ- 
етъ мЪсто то или другое. Если я позволю себф предложить опре- 
дЪленіе (которое мні кажется самымъ цілесообразньмь)--что два 
тЪла соприкасаются другъ съ другомь, если самые крайне атомы, 
которые принадлежать одному изъ нихъ; на основаніи объясненія 
въ предыдущемъ параграфі, составляютъ непрерывное протяжение 
съ нЪкоторыми атомами другого, то, конечно, невозможно будетъ от- 
рицать что существуетъ много тіль, соприкасающихся между со- 
бою не только тогда, когда одно изь нихь или оба жидкія, но и 
тогда, когда они твердья,--если только сначала сильнымъ сжатемъ 
или другимъ какимъ-либо способомъ будетъ удалень воздухь, при- 
легающій къ нимъ въ обыкновенномъ ихъ состояній на землЪ. Если 
два тЪла не касаются другь друга, то промежутокь между ними 
долженъ быть наполнень какимь-нибудь другимь тбломь или, по 
крайней мЪрЪ, зфиромь, потому что совершенно пустого простран- 
ства не бываетъ. Поэтому можно утверждать, что каждое тЪло на- 
ходится со всфхъ сторонъ въ соприкосновеніи сь н5которыми дру- 
гими ТЪлами или, въ случаЪ отсутствія тіль, съ чистымъ эфиромъ. 


$ 68. 


Что касается различныхъ видовъ происходящихъ во вселенной 
движеній, то, въ виду того обстоятельства, что (по нашему воззрб- 
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нію) никакая часть пространства не бьваєть пустой, можно было 
бы думать, что возможно только такое движеніе, при ‘`которомъ 
вся одновременно движущаяся масса образуетъ цільное замкну- 
тое протяженіе, гдЪ каждая часть всей массы занимаетъ только тб 
міста, которыя непосредственно передь тЪмъ занимала другая часть 
массы. Но кто помнитъ то, что было сказано въ $ 59 о различ- 
ньхь степеняхъ плотности, присущихь субстанціямь, наполняющимь 
пространство, тоть пойметь, что могуть и должны существовать 
еще многія другія движенія. Особенно одно движене, —колеба- 
тельное, должно встрічаться почти всегда не только у всЪхъ 
зфирньхь атомовь, но также почти у всфхъ особенныхъ атомовъ 
по причинь, которая столь очевидна, что я и не стану приводить 
ея. ПослЪ колебательнаго, наиболЪе часто встръчающимся и очень 
обыкновеннымъ должно быть вращательное движеніе, особенно 
у твердьхь тіль. Какь слідуеть представлять себЪ это движе- 
не и какь при допущеній матеріальной оси вращенія (что, по на- 
шему мнінію, всегда должно быть) слідуєть объяснять то обстоя- 
тельство, что тъ-же самые атомы, которые теперь находятся по ту 
ея сторону, черезь поль оборота, не отдфлившись, окажутся на 
противоположной ея сторон, — все это можетъ ввести въ затруд- 
неніе только того, кто забываетъ, что въ континуумЪ, также, какъ 
и внЪ его, каждый атомъ находится въ извістномь разстояній отъ 
другого и, слЪдовательно, можетъ обращаться около него, не отры- 
ваясь и не заставляя его поворачиваться; это посл%днее, т. е. вра- 
щеніе вокругъ самого себя для простаго протяженія представляло 
бы нічто, содержащее противор%чіе. 


$ 69. 


Не желая угверждать, чтобы хотя ‘одинъ господствующій или 
подчиненный ‘атомъ во вселенной въ какое-либо время описывалъ 
совершенную прямую линю или совершенную окружность круга (что 
представляетъ крайне малую, безконечно малую в%роятность при 
безконечномъ множеств нарушеній, которыя испытываетъ каждый 
атомъ отъ дЪЙствія всбхь остальныхъ атомовъ),—тЪмъ не менбе, 
мы не имбемь права считать, что подобнья движенія невозможны 
сами по себъ. Мы можемъ, однако, утверждать, что движеніе по ло- 
маной линіи, напримЪръ, только тогда можетъ осуществиться, 
когда скорость атома къ концу части ар постепенно такъ умень- 
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шится, что въ точкіф ф сдЪлается нулемъ. Если движеніе послі- 
этого не должно быть прервано конечнымъ промежуткомъ покоя, то- 
въ каждое мгновеніе, слфдующее за прибытіемъ въ Ё, должна ока- 
заться опять нікоторая (возрастающая отъ нуля) скорость. 

Не такъ обстоитъ діло съ нЪкоторыми другими линіями, какъ, 
напримЪръ, съ логаривмической спиралью. Независимо отъ всхъ- 
внфшнихъ нарушеній, противорфчивымъ представляется уже то, что: 
атомъ описываетъ въ конечное время хотя-бы ту вЪтвь этой лини, 
которая, начинаясь въ какой-нибудь ея точкЪ, направляется къ. 
центру. Еще. несообразнбе требовать, чтобы атомъ, описьвающій 
эту вЪтвь, достигь, наконецъ, центра спирали. Чтобы доказать это 
только для того случая, когда атомъ описываетъ свой путь равно- 
мЪрно, вообразимъ себЪ сначала, что онъ движется одинъ. Въ та- 
комъ случаЪ, сейчась-же оказывается, что его движене по спирали 
можно разсматривать, какъ составленное изъ двухъ движеній: од- 
ного равном%рнаго по лучу въ направленіи къ центру, и другого уг- 
лового вращеня вокругь этого центра; скорость этого вращенія, 
возрастая равномЪрно, должна сдЪлаться больше всякой конечной 
величины, какъ скоро атомъ подсйдетъ къ центру сколь угодно: 
близко. Конечно, нЪтъ такой силы въ природі, которая могла-бы 
сообщить ему эту скорость; тъмъ боле ніть такой силь, которая 
бы могла сообщить цфлой массЪ атомовь, простирающихся въ про- 
странствЪ трехь измфренй, такую скорость, какая нужна для того, 
чтобы разсматриваемый атомъ могь въ конечное время проббжать 
безконечное множество сборотовъ спирали до центра. Но если бы 
атомъ даже имфлъ такую скорость, то возможно-ли было бы сказать. 
о немъ, что онъ достигнетъ центра? Я, по крайней мър%, не думаю 
этого. Въ самомъ діль, хотя можно сказать, что этотъ центрь- 
составляютъ континуумъ съ точками спирали (которыя, безспорно, 
принадлежать ей), потому что среди нихъ найдется сосбдняя съ цен- 
тромъ на каждомъ, сколь угодно маломь, разстояніи,—тЪмъ не ме- 
не, этому линейному протяженю недостаетъ еще второго свойства, 
необходимого для того, чтобы оно могло быть описано движені- 
емь атома, а именно, чтобы оно имфло одно или нісколько опре- 
дбленньхь направленій въ каждой своей точкЪ. Этого, какъ из- 
вЪстно, нЪтъ въ центрі. 

Сюда относится, наконець, еще одинъ любопытный вс- 
просъ: возможно-ли при нашихъ воззрініяхь на безконечность. 
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вселенной »движеніє цілой вселенной въ опредфленномъ направ- 
‚лени или вращательное движеніе ея вокругь міровой оси или 
міроваго центра? Мы отвЪтимъ на это, что слбдуеть признать 
невозможнымъ какъ одно, такъ и другое движене не потому, что 
невозможно найти для каждаго атома місто, которое онъ могь бы 
‘занять, но нужно признать эти движенія невозможными потому, что 
не существуєть причинь (силь), которыя могли-бы вызвать подобное 
движеніе, Въ самомь дЪлЪ, нельзя придумать причины, которая сдЪ- 
лала-бы возможнымъ этого рода движеня—ни физической при- 
чины, или распорядка, который являлся-бы просто необходимымъ 
{т. е. представлялъ-бы только слЪдствіе чисто теоретическихъ 
истинъ, касающихся понятій), ни нравственной причины, или 
распорядка, который являлся-бы только условно необходимымъ 
(т. е. такой распорядокъ, который мы встрБчаемъ въ мрЪ только 
"потому, что Богъ осуществляетъ всякое событіе, направленное ко 
благу его твореній). 


ит 


70. 


Заключимъ эти разсужденія двумя парадоксами, которые сдф- 
лались особенно знаменитыми благодаря Эйлеру. Уже Боско- 
вичъ (Во5сомісі) обратиль вниманіе на то обстоятельство, что 
на одинъ и тотъ-же вопросъ, а именно, какъ движется атомъ а, 
если онъ притягивается силой, находящейся въ с въ обратномъ от- 
ношеніи къ квадрату разстоянія, получаются различные отв%ты. 
Различіе это зависитъ отъ того, разсматриваютъ-ли этотъ случай, 
какъ такой, въ который постепенно переходитъ эллиптическое дви- 
жене, когда скорость верженя убьваєть до нуля, или же, когда, 
независимо отъ этой фикціи, разсматривають вопросъ самъ по 
себъ. Если -бы атомъ а, вслЪдствіе верженія или по другой какой- 
нибудь причині, въ начал своего движенія получилъ боковую ско- 
рость, перпендикулярную къ ас, то (отвлекаясь отъ всякаго сопро- 
тивленія среды) онъ долженъ былъ-бы описать эллипсъ, фокусъ ко- 
тораго находится въ с. Если эта боковая скорость уменьшается 
безконечно, то и меньшая ось этого эллипса тоже уменьшается без- 
конечно. Отсюда Эйлеръ и вывелъ заключеніе, что въ случа%, 
когда атомъ не имбеть никакой скорости въ точкЪ а, должно на- 
"ступить колебаніе его между точками а и с; при этомъ онъ пола- 
таетъ, что только это движеніе и есть то, въ которое переходйтъ 
эллиптическое движеніе безъ нарушенія закона непрерывности. На- 
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противь того, другіе, особенно Буссе (Виѕѕе), находили несооб- 
разнымъ, чтобы атомъ, скорость котораго въ направленіи ас при 
приближени къ точкЪ с должна возрастать безконечно, останавли- 
вался здЪсь безъ всякой видимой причины (присутствіе, наприм'брь, 
постояннаго и непроницаемаго атома, которое-бы составляло пре- 
пятствіе къ прохожденію черезъ это мЪсто, не предполагалось вовсе) 
и устремлялся бы въ противоположномъ направленіи. Они утверж- 
дали поэтому, что онъ долженъ, напротивъ того, продолжать свое 
движеніе въ направленіи ас за точку с но уже съ убывающей ско- 
ростью, пока не достигнеть конца отрізка сф=са, затЪмъ, подоб- 
нымъ же образомь, онъ долженъ вернуться отъ / опять къ а, и 
такъ далЪе, безъ конца. По моему мнініе, ссылка Эйлера на за- 
га. конъ непрерывности здЪсь еще ничего не разрЪшаетъ. Въ са-` 
| момъ ділі, явленіе, о которомъ здЪсь спорять, будеть-ли 
|  колебаше атома происходить внутри границь а и Ё или вну- 
три а и с,— одинаково мало находится въ противорћчіи съ 
ГО тъмъ родомъ непрерывности, который дЪйствительно, какъ это 
можно доказать, управляетъ измфненями вселенной (возрастані- 
емъи убыванемъ силь отдільньх субстанцій). Однако же, впа- 
\ Дають въ противорічіе сь этимъ закономь самымъ непозво- 
лительнымъ образомъ уже вслЪдствіе того, что предполагають- 
здісь силу, а именно силу притяженія, возрастающую безконечно. 
Нельзя поэтому удивляться, если изъ противорфчивыхъ посылокъ 
вытекаютъ противорфчивыя заключеня. Отсюда, однако, видно, что 
не только Эйлеръ, но и Буссе неправильно отвчаютъ на вопрось, 
такъ какъ они предполагають нічто такое, что само по себЪ не- 
возможно, а именно безконечно большую скорость въ точкЪ с. Если 
исправить эту ошибку, если предположить, слЪдовательно, что ско- 
рость, съ которой движется атомъ, измфняется по такому закону, 
при которомъ она остается постоянно конечной; если принять, на- 
конець, въ соображеніе, что невозможно говорить о движеніи от- 
дЪльнаго атома, не предположивши среды, въ которой онъ движется, 
и большаго или меньшаго количества атомовъ, движущихся вміст 
съ нимъ, то получится совершенно иной результатъ, подробнымъ 

описаніемъ котораго намъ ніть надобности здЪсь заниматься. 
Второй парадоксъ, который мы изложимъ здЪсь лишь въ не- 
многихъ словахъ, касается движенія маятника и состоитъ въ 
томъ, что половина времени качанія простого маятника, длина ко- 
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тораго»-г, на протяженіи безконечно малой дуги по вычисленію ока- 
Фари Й 

зьваєтся, какь извістно, равной 2 У, между тъмъ какь время 
о 
> 

паденія по хордъ этой дуги, которую по длинЪ считали обыкновенно 


х 
равною дугЪ, оказывается равнымъ У 2. У 5 То обстоятельство, что 


о 


Эйлеръ видбль въ этомъ парадоксъ, основывается единственно на 
его неправильномъ представлени о безконечно маломъ, кото- 
рое онъ себЪ представлялъ равнозначнымъ нулю. На самомъ-же дЪ- 
ль не можетъ быть безконечно малыхъ дугъ, также какъ и хордъ; 
а то, что утверждаютъ математики о своихъ такъ называемыхъ без- 
конечно малыхъ дугахъ и хордахъ, было ими доказано, собственно, 
только для дугъ и хордъ, которыя могутъ быть взяты сколько 
угодно малыми. Вышеприведенныя два равенства, если понять ихъ 
правильно, не могуть имЪть никакого другого значенія, кром слЪ- 
дующаго: половина времени качанія маятника подходитъ сколь угодно 


кої 5 
близко къ величин Й р если взять дугу, по которой происхо- 


дить качаніе, сколь угодно малой; время-же паденія по хорд этой 
дуги подходить сколь угодно близко, при тЪхъ-же обстоятельствахъ, 


г У 

къ величин У 2. У --. Что эти дв величины различны, что, слъ- 
с м. 
> 


довательно, дуга и ея хорда, какъ-бы оні ни были малы, различны 
въ отношеніи упомянутаго времени паденія, -вь этомъ столь-же 
мало страннаго, какь и во многихь другихь различіяхь между ними, 
исчезновенія которьхь, пока дуга и ея хорда существують, никто и 
не станеть ожидать. Примфромъ подобнаго различія можеть слу- 
жить то, что дуга сохраняетъ всегда кривизну, а именно такую, ве- 


1 
личину которой мы можем» измбрить посредствомъ У между тбмь 


какъ хорда всегда остается прямой, т. е. не имфетъ никакой кри- 
визны. 


рЕрг//гст. ого, рі 
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оретической механик%. 
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БИБЛІОТЕКА КЛАССИКОВЬ ТОЧНАГО ЗНАНИЯ 


Библютека содержитъ только такія классическія творения великихь 
мыслителей въ области Математики и Естествознанія, которыя читаются 
безъ большого напряженія и не требуютъ особенной подготовки со сто- 
роны читателя. Редакторы снабжаютъ каждый перезодь примфчанями и 
разъясненіями тЪхъ мЪстъ, понимане которыхъ представляется сколько 
нибудь затруднительнымъ. Научная комиссія «Ма{е$1$» въ’ своемъ выборЪ 
книгь для библютеки классиковъ стремится дать возможность молодому 
покол'Бнію черпать доступныя для него знанія изъ первоисточниковъ. 


Въ настоящее время вышли въ свътъ сльдующів выпуски: 


І. Р. ДЕДЕКИНДЪ. Непрерывность и ирраціональныя 


числа. Пер. сь нЪм. прив. -доц. С. О. Шатуновгкаго, 40 стр. 8°. Изд. 2-е. Ц. 40 к. 

Идеи, развитыя въ этомъ замфчательномъ трудЪ, составляютъ въ 
настоящее время основу всего Высшаго анализа. Къ книгъ приложена 
статья переводчика: Доказательство существованія трансцендентныхъ 
чиселъ (по Сапќог у). 


П. АРХИМЕДЪ. Посланіе къ Эратосөену о нЪкоторыхъ 


теоремахъ механики. Пер. съ нм. подъ ред. «ВЪстника Оп. Физики 
и Элем. Математики». Съ предисл. прив.-доц. И. Ю. Тимченко. ХУ - | 27 стр. 
8°. Ц. 40 к. (См. каталогь: І. Гейбергь. Новое сочиненіе Архимеда). 

Сочиненіе содержитъ въ себЪ общіе методы, какими пользовался 
Архимедъ при нахожденіи площадей, объемовъ и центровъ тяжести; эти 
методы свидзтельствуютъ, что великій греческій геометръ былъ весьма 
близокъ къ идеямъ современнаго интегральнаго исчисленія. 

П. РУДІО Ф., профессоръ. Квадратура круга. Исторія квадра- 
туры круга сь древнЪйшихъ временъ до нашихъ дней. Съ приложенемъ 
четырехъ статей Архимеда, Гюйгенса, Лагранжа и Ламберта объ изм%- 
реніи круга. Перев. подь ред. прив.-доц. С. Н. Бернштейна. УШ-156 стр. 
3». Ц; 12р: 90к 

Посл того, какъ задача о квадратурЪ круга была совершенно ис- 
черпана доказательствомъ трансцендтности числа т, профессоръ Рудіо 
счелъ нужнымъ обратить вниманіе на тЪ древнъйшія работы, которымъ 
задача о квадратурЂ круга обязана своимъ развитіемъ. 

|У. Б. БОЛЬЦАНО. Парадоксы безконечнаго, изданные по 
посмертной рукописи автора 0р. Фр. Пржиюнскимь Переводь съ нмец- 
каго подъ ред. проф. И. В. Слешинскаго, МШ--119 стр. 8°. Ц. 80 к. 

Въ этой работЪ Больцано устанавливаетъ основныя понят, ле- 
жащія въ основЪ Анализа, каковы понятя о сходимости рядовъ, о вер- 
хней и нижней границахъ числовыхъ комплексовъ, объ однозначномъ 
соотвЪтсти и т. д. являясь такимъ образомь прямымъ предшествен- 
никомъ Коши, Вейерштрасса и Кантора въ постановкЂ и рЪшеніи основ- 
ныхъ вопросовъ Анализа. 


Печатаются н готовятся къ печати: 


У. 1. ЛАГРАНЖЪ. Прибавленія къ «Элементамъ Алге- 


бры» Эйлера. НеопредЪленный анализ. Переводь съ француз- 
скаго подъ редакцієй приватъ-доцента С. О. Шатуновскало. 

Въ зтихь прибавленіяхъ впервые дано полное рфшене неопредб- 
леннаго квадратнаго уравненія съ двумя неизвфстными въ самомъ об- 
щемъ видЪ. По изяществу и глубин методовъ эта книга несомнфнно 
представляетъ собой одинъ изъ перловъ среди твореній великаго геометра. 

ҮІ. ЕВКЛИЛЪ. Первыя шесть книгь «Началъ». Переводъ 
проф. Д. М. Синцова и пр.-доц. С. Н. Бернштейна. 
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Книгс издательство научныхъ и попу- 
Е лярнс-научныхъ ссчинзнй изъ области 
физико-математическихъ наукь. 
Одесса, Новосельская 66. 


и о ЖЕ 


Вышли въ свЪтъ слЬьдующія издания: 


ДРРЕНУСЪ, СВ. проф. Физика неба *). Перев. сь нм. подъ ред. прив.- 
доц. А. Р. Орбинскаю. УШ--250 стр. 8". 66 черн. и 2 цвЪтн. рис. въ 
текстЪ. Черная и спектр. таблицы 1905. Изданіе распродано. 
Научность содержанія, ясность и простота изложеня и превосходный 
переводъ соперничаетъ другъ съ другомъ. Русская Мысль. 


ДБРАГАМЪ Г. проф. Сборникь элементарныхъ опытовъ по физикЪ *). 
Перев. сь франц. подъ ред. проф. Б. П. Вейнберла. 

Часть І: ХМІ--272 стр. 8°. Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. Р. 1. 50 к. 
Систематически составленный сводъ наиболбе удачныхъ, типичньхь и 
поучительныхъ опытовъ. Впстникз и Библіотека Самообразованід. 

Часть И: 434--Ї.ХХУ стр. 8°. Свыше 400 рис. 2-е изд. 1910. Ц.Р. 2. 75 к. 
Мы надбемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой ка- 


Бс; 


ждой физической лабораторіи въ Россіи. Русская Мысль. 
успъхи ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Вљстника Опнтной Фи- 
зики и Элементарной Математики“, 


Вып. 1. *) УШ-148 стр. 8°. Съ 41 рис. и 2 табл. Изд. 3-е 1910. Ц. 75 к. 
Вып. 11. 1У--204 стр. съ 50 рис. 1911. ПОРОГЕ 


ДУЭРБАХЪ, Ф. проф. Царица міра и ея тінь *). Общедоступное изло- 
жене основаній ученя объ знергін и знтропій. Пер, сь нім. 
ҮШ-+-50 стр. 8". 5-е изданіе, 1911. Ц. 40 к. 
СлЪдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. Ж. М, Н, Пр. 


Ньюкомъ, С. проф. Астрономія для всфхъ *). Перев. съ англ. подь 
ред. прив.-доц. 4. Р. Орбинскаю. ХХ--288 стр. 8°. Съ портретомъ 


автора, 64 рис. и 1 табл. 1905. 2-е издание. ЦР. 13150! к, 
И вполнб научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... 
переведена и издана очень хорошо. Вьстнико Воспитанія. 


ВЕБЕР», Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЬ, І. проф. Знциклопедія злементарной 
алгебры Ж). Т. І. Перев. сь нЪм. подь ред. и сь прим%ч. црив. доц. 
В. Ф. Казана. ХХІУ --666 стр. 8°. Съ 38 чер. 1907. 2-е изданіє. Ц. Р. 4. 

Вы все время видите передь собой мастера своего діла, который сь лю- 
бовью показьваєть великія творенія человЪческой мысли, извЪстныя 
ему до тончайшихъ подробностей. Педалотическй Сборникь 


ДАРИНА. Р. проф. Непрерывность и ирраціональныя числа. (Би- 
бліотека классиковз). Пер. сь нім. сь прим%ч. прив.-доц. С. О. Шатунов- 
скало; сь присоединеніемъ его статьи: Доказательство существованія 

трансцендентныхъ чисель. 2-е издане. 40 стр. 8°. 1909. Ц 40 к. 

Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержа- 


нію труд»... Русская Школа. 
ПЕРРИ, ДЖ. проф. Вращающийся волчокь *). Публичная лекція. Пер. 
съ англ. УШ-Е96 стр. 8°. Съ 63 рис. 2-е издаше 1908. Ц. 60 к. 


Книжка, воочю показывающая, какъ люди истиннаго знанія, не цеховой 
только науки, умфютъ распоряжаться научнымъ матеріаломь при его 


популяризащи. Русская Школа. С. Шохорз-Троцкий. 
ВИХЕеТЬ, Э. проф. Введене въ геодезю *). Перев. сь нЪмецх. 80 
стр. 16°. Съ 14 рисунк. 1907. Печатается 2-е изданіє, Ц. 35 к. 


Излагаєть основы низшей геодезіи, имя въ виду пользован!е ею въ 


*) Изданія, отмтьченния звездочкой, Учен. Ком.-Мин. Нар. Пр. признаны 
заслуживающими внимашя при пополненти ученич. библотекг средн. учебн. завед. 
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школ въ качествЪ практическаго пособія.. Изложене очень сжато, но 
полно и посл'вдовательно. Вопросы Физики. 


ШЕЙДЪ, К. Химическе опыты для юношества. Перев. сь н%®мецк. 
подъ ред. лаборанта Е. С. Ельчанинова. 1У --192 стран. 8°. Съ 79 
рисунками. 1907. ПУРТО 
Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книгв со- 
хргняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надеж- 

ныхъ рукахъ... учить серьезной наук въ болће легкой форм%. 
Рейзсйи № Даг Тейгтійеішевеп ипа раЧародізспе Тастайит. 


ШЩчидь, Б. проф. Философская хрестоматия *). Перев. сь нъмецк. 
Ю. А. Говсъева подъ ред. и сь пред. проф. Н. Н. Лане. 111-172 
стр. 8* 1907. Ц. Р. 1. — 
..Для человЪка, занятаго самообразованіемъ и немного знакомаго съ 
философіей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный 
матеріалъ. Вопросы философіи и психолойи. 


Т'омгольть, С. Игры со спичками. Задачи и развлеченія. Пер. сь 
нім. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 1907. Ц. 50 к. 


ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит!е физики *). Пер. съ англ. подъ 
ред. проф. Б. П. чо и прив. доц. 4. Р. Орбипскаю, Съ прилож. 

"вчи А. Бальфура: НЪсколько мыслей о новой теорій вещества. 
114-319 стран. 8°. Съ 5 портрет., 6 таблиц. и 33 рис. Ц Р. 2. — 
Старается представить въ стройной и глубокой системЪ вс явленія фи» 
зическаго опыта и рисуетъ читателю дЪФйствительно захватывающую 
картину грандіозныхъ завоеван человЂческаго генія. Современный Мірв. 


ушинскій, Н. проф. Лекц и по бактеріологіи. УШ-+-135 стр. 8°. Съ 34 
черными и цвЗтными рисунками. 1908. Цер1.. 50 Ж. 


ИГИ, А. проф. Современная теорія физическихь явленій *) (іоны, 
электроны, радіоактивность). Пер. съ 3 итальянск. изданія. УШ--146 

стр 8°. Съ 21 рис 1910. Второе издане. Ц. 90 к. 
Книгу Риги можно сміло рекомендовать образованному человЪку, какъ 
лучшее имъющееся у насъ изложеніе новЪйшихъ взглядовъ на обшир- 
ную область физическихь явленій. Педазолический Сборниқе. 


Клоссовскій, А. проф. Физическая жизнь нашей планеть на осно- 
вани современныхъ воззрбній *). 46 стран. 89. 2-е изданіе, испр. 
и дополн. 1908. Ц. 40. к. 
Р%дко можно встрЪтить изложеніе, въ которомъ въ такой степени сое- 
динялась бы высокая научная зрудиція съ картинностью и увлекатель- 
ностью рЂчи. Педалотический Сборник». 


не ДЫ ДИ ЕАИС ССЗ РИ НЕ ЕЕ оо А кг 
Л^КУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика *). Перев. сь нім. 
подъ ред. „Вљстн. Опытн. Физики и Злемечтарн. Матем.“. Въ 2-хъ 
томахъ большого формата, 892 стр. Съ 799 рис. и 6 отдівльньми 
цвЪтными таблицами. 1908. ДУРУ: БІ. 
«Нельзя не привЪтствовать этого интереснаго издания... Книга читается 
легко; содержить весьма удачно подобранный матеріаль и обильно снаб- 
жена хорошо выполненными рисунками. Переводь никакихь зам'Вчаній 
не вызываетъ»... Ж. М. Н. Пр. 


АРРЕНІУСЪ, Св. проф. Образованіе міровь *). Пер. сь нім. подъ ред. 
проф. К. Д. Покровскало. УШ--200 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908. Ц. Р. 1. 75 к. 


Книга чрезвычайно интересна и богата содержанемъ. Педалоз. Сборн. 
КАГАНЪ, В. прив.-доц. Задача обоснован!я геометр!и въ современной 
постановкЪ. Р'Бчь, произнесенная при защит% диссертацій на степень 
магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 чертеж. 1908. Ц 35 к. 
АВЕ За 


т В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шарово- 


го слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. он 
Распространен!е подобнаго рода злементарньхь монографій среди уча- 
щихся весьма желательно Русская Школа. 
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ри". А. проф. Электрическая природа матер!и *) Вступительная лек- 
ція. Перев. съ итальянскаго подъ ред. „Въстн. Опытн. Физ. и Элем. 
Матем.“. 28 стр. 8°. 2-е изданіе. 1911. Ц. 30 к: 

Эта прекрасная р'іВчь обладаетъ вс®ми преимуществами многочисленныхъ 
популярныхъ сочиненій знаменитаго проф. Болоньскаго унив. Ж. М. Н. Пр. 


Рт 0. проф. Жидкіе кристаллы и теорій жизни. Пер. съ нм. 


Казанецкаю. УШ-4З стр. 8. Съ 20 рис. 1908. Ц. 40 к. 
„весьма кстати является краткая сводка главныхъ фактовъ, сдЪланная 
ппоф Леманомъ. Педатошическій Сборника. 


ЕЙБЕРГЬ, |. проф. Новое сочиненіе Архимеда *). Посланіе Архимеда 
къ Зратосвену о нъкоторыхъ вопросахъ механики. Перев. съ нім. 
подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. И. Ю. Тимченко. ХУ-27 стр. 8°. 


Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 
Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой дра- 
гоцънной научной находкой... Образованіє. 


ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. Снфгъ, иней, градъ, ледь и ледники не 
ІУ-127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. АР 
«Маќћеѕіѕ» можеть гордиться этимъ изданемъ. СМИ р, 


КоВАЛЕВСКІЙ, Г. проф. Введеніе въ исчисленіе безконечно-малыхъ *). 
Перев. сь н®мецк. подъ редакц. и съ прим. прив.-доц. С. О Шату- 


новсказо. М111-4-140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. ЦАВ: 
Книга пре Ковалевскаго, несомн'Бнно, прекрасное введеніе въ высшій 
анализт.. Русская Школа. 


омисонь, СИЛЬВАНУСЬ, проф. Добыван!е свЪта ") Общедоступная 
лекція для рабочихъ, прочит. на собраніи Британск. Ассощаши 1906. 


Перев. сь англ \1-+-88 стр 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к. 
Въ этой весьма интересно составленной річи собранъ богатый матері- 
алъ по вопросу добьванія свЪта Ви ВОХ 


(СЛАВИ, А. проф. Резонансь и затуханіе электрическихъ волнъ. Пер. 
с» нім. подъ ред. „Вљстн. Опыт Физ. и Элемент. Матем.“. 41 стр. 
Съ 36 рис. Ц. 40 к. 


ные 
(СНАЙДЕРЪ, К. проф. Картина міра въ світі современнаго естество- 
знанія. Пер. съ нім. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. УШ-- 193 стр. 
8°. Съ 16 отдЪльными портретами. 1909. ИА сь Ре 
Книга касается интереснъйшихъ вопросовь о пригод%. Педагог. Сборникз. 


раязлй, В. проф. Благородные и радіоактивные газы. Пер. подъ рех. 
а Он. Физ. и Элем. Мат.“. 37 стр. 16°. Съ 16 рис. 1909. Ц. 2 


РУНИ, К. проф. Твердые деи ж). Пер. съ итал. подъ ред. „Вюстн. 
Оп Физ. и Эл. Мат.“. 37 стр. 16°. 1909. : Ц. 25 к. 


Бе: Р. С. проф. ВЪка и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. 

Р. Орбинскао. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. 79, 
ВЕ: настоящее изданіє «МаїПе5і5» слдуетъ привътствовать наравнЪ съ 
прочими, какъ почтенный, заслуживающій распространенія и серьезнаго 
вниманія, вкладъ въ русскую науку. Русская Школа. 


С А. проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ нм. подь ред: 
Втстн. Оп. Физ. и Эл. Мат.“. 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909 Ц. 30 к: 


ЛиНДЕМАНЪ, Ф. проф. Спектръ и форма атомовь. Ръчь ректора Мюн" 


хенскаго университета. 23 стр. 16°. 2-е издане. 1909. Ц. 15 к: 
КУТЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ енене съ прибавленіями 
проф. И. Слешинскато. 1У--107--ХШ стр. 8°. 1909 Ц. 90 к. 


ЕБЕРЪ Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ І, проф. Знциклопедія элементарной ге- 
ометр!и. Томъ 11, книга І. Основанія геометр!и. Перев. сь н3м. 
подъ ред. и съ примЪч. прив.-доц. В. Ф. Каана. ХИ+-362 стр. 5 
Сь 144 черт. и 5 рис. 1909. ЦВ! 
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а уЕЧ 


ЛЕНЬ, Г. проф. Курсъ физики 7). Перев. съ нъмецк, подъ ред. проф. 
Е П. Кастерина. 

Т. 1. УШ- 34$ стр. больш. 8°. Съ 236 рис. 1910. ЦЕР МУ. 

Т. И. УШ-Е466 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. РЗ: 75 

Съ появлешемъ этого перевода русская литература ыы прево- 


<ходнымъ курсомъ физики. М.Н. Пр. 
ГЕРНЕТЪ В. А. Объ единствЪ вещества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к. 


ЗЕЕМАНЪ, П. проф. Происхожденіе цвЪтовъ спектра. Съ прил. статьи 
В. Ритца. „Линейные спектры и строеніе атомовь". 50 стр. 16°. Ц. 30 к. 


Ньюкомъ, С. проф. Теорія движенія луны. (Исторія и современное 
состояніе этого вопроса) 26 стр. 16°. Ц 20 к. 


Клоссовски, А. проф. Основы метеорологии *). ХҮ1--527 стр. больш. 

8°. Съ 199 рис., 2 цвътн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. Р. 4. — 
Честь и слава «Маїћеѕіѕ» за изданіе этой прекрасной книги, которою 
можетъ гордиться русская наука! Ж М Н. Пр. 


КэджоРи, Ф. проф. Исторія элементарной математики (съ нъкоторы- 
ми указаніями для препод.) *). Перев. съ англ. подъ ред и съ 
примЪч. прив.-доц. //. Ю. Тимченко. МШ- 368 стр. 8°. пе ис. 1910. 
сі 90; 

Книга читается сь большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы настоя- 
тельно рекомендуемъ «Истор!ю элемент. мат.» Кэджори. Взьст. Воспит. 


рири 
рамали, В. проф. Введеніе въ изучен!е фнанчерцор химін. Перев сь 
англ. под» ред. проф. П. Г. Меликова.УШ-76 стр. 16°. 1910. Ц. 40 қ. 


роу, С. Геометрическія упражненія сь кускомь бумаги. Пер. сь англ. 
Х\У1-+173 стр. 16°. Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 к. 


Тосон, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теорія вещества. Переводъ 
съ англійск. Г. Левинтова, подъ ред. „Вьст. Оп. Физ. и Эл. Мат.“ 
УШ-162 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910. ЦР: 20-5 


ГРАФФЪ, К. Комета Галлея *). Пер. съ нм. УШ--71 стр. 16°. Съ 13 рис. 
и 2 отд. табл. Издане второе исправл. и дополненное 1910. Ц. З0к. 
Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначене. Педао. Сборник». 


НимеФюгь, Р. Воздухоплавание 7). Научныя основы и техническое разви- 
те. Пер. съ нём. УШ--161 стр 89. Съ 52 рис. 1910. Ц 90 к. 


ее Комета въ 1910 году. Общедоступное изданіе. Содержаніе: О все- 
ленной--О кометахъ - О комет Галлея. 32 стр. 8*. Съ 12 иллю- 
страціями 1910. Це12 ж 
КАЙЗЕР», Г. проф. Развитів современной спектроскоши *). Пер. съ 
нЪм. подъ ред. „Вюст. Он. Физ. и Эл. Мат.“ 45 стр. 16°. 1910. Ц 55 к. 


рАмісовь- -ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы *). Книга для юношества, 
объясняющая явленія, которыя находятся въ противорбчіий съ повсе- 
дневнымъ опытомъ. Пер. съ нім. УШ--193 стр. 8°. Съ 67 рис. Ц Р.1.20 к 
ЕБЕРЪ и ВЕЛЬШТЕЙНЪ, проф. Знциклопедія элементарной матема- 
тики *). Т. 1, кн. 2 и 3. Тригонометрія, аналитическая геометрія и 
стереометрія. Перев. сь н%мец. подь ред. прив.-доц. В. Казана. 
У 321 стр. 8°. Съ 109 рис. 1910. Е-Р.: 280. 


КАГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра? 7) 72 стр. 16°. Ц. 40 к 


ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и Методь. Пер. съ франц. И. Брусиловскаго 
подъ ред. прив.-доц. В. Казана. У11--384 стр. 16°. 1910. Ц, Р 1.-50к. 


Лев» Ж. проф. Динамика живого вещества. Пер. сь нм. подь ред. проф. 
В. Завьялова. УШ-+ 352 стр. 8°. Съ 64 рис. 1910. НУР 256: 
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АДЛЕРЪ, А. Теорія геометрическихъ построеній. Перев. съ н5мецкаго 
подь ред, прив.-доц. С. О. Шатуновскаго, ХХМУ-+ 325 стр. 8°. Съ 177 
А 8 1910. РУС 
Содди Ф. проф.Радій иегоразгадка *). Пер. съ англ. под» ред. лаборанта Но- 
ворос. универс. Л. Хмырова. УП +190 стр. 8°. Съ З1 рис. 1910. Ц Р.1. 25 к. 
Сить, А. проф. Введеніе въ неорганическую химію. Пер. англ. подъ ред. 
< проф. П.Г. Меликова. ХУ1--840 стр. 8°. Съ 107 рис. 1911. Ц. Р. 3. 50 к. 
ВИНЕРЬ, 0. проф. 0 цвЪтной фотограф и и родственныхъ ей есте- 
ственно-научныхъ вопросахь +). Пер. съ н'ібм. под» ред. проф. о. 
Кастерина. М1--69 стр. 8°. Съ 3 цвЪтн. табл. 1911. 60 к. 
ОРЕЛЬ, Э. проф. Элементарная математика. Ч. Т. Ариеметика и ал- 
гебра. Въ обработк проф. П. Штёккеля. Пер. съ нім. подъ ред. 
прив.-доц. В. Ф. Каїна съ приложенемъ его статьи «О еэ 
преподаваніи математики» ЕХІУ - 434 стр. 8°, 1911. ІЇ . 3.— 


Ковалевский, Г. проф. Основы дифференціальнаго и интегральнаго 
.  исчисленй. Перев. съ нЪм. подъ ред. прив.-доц. С. Шатуновскало. 
У\Ш--496 стр. 8°. 1911. Ц Роза дю 
МАРКОВЪ, А. акад. Исчислен!е конечныхъ разностей. Въ 2-хъ частяхъ. 
Изд. 2-ое, исправлен. и дополнен. УШ--274 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 2. 25 к. 
ФУуРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ міра. 1. Инфра-мръ. 2. Супра-мръ. 
Пер. съ англ. УШ-Е119 стр. 8". Съ 1 рис. и 1 табл. 1911. Ц 80 к. 
БРАУНЪ. Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграфіи и по 
электрооптикЪ. РЪчь, произнесенная по случаю получения Нобелев- 

ской премій, съ дополн. автора. Пер. сь рукописи .7. Мандельштама 

и Н. Папалекси, со вступит. статьей переводчиковъ. ХІМ--92 стр. 

16°. Съ 25 рис. и портретомъ автора 1911. Ц. 70 к. 
ШЩШУРЕРТЬ, Г. проф. Математическія развлеченія и игры. Пер. сь нЪм. 
І. Левинтова, подъ ред., съ прим. и добавл. «В. Оп. Физ. и Эл. Мат» 

ХІҮ --358 стр. 16° Со многими таблицами. 1911. ЦР, 174056 
М^"локъ, Л. д-ръ. Стереохимія. Пер. съ нім. под. ред. проф. 1. Г. 
Меликова. М ІЇЇ--164 стр. 8°. Съ 58 фиг. 1911. Ще 552076, 
Русская математическая библіографія Вып. І. Списокь сочиненй по 
чистой прикладной математиків, напечатанньхь въ Росси въ 1908 

г. Подъ редакціей проф. Д. М. Синцова. 76 стр. 8°. 1911. Ц. 60 к. 
ПЛАРКЬ, М. проф. Отношеніе новъйшей физики къ механистическому 
міровоззрнію. Пер. съ нім. Г Левинтова, подь ред. «В. Оп. Ф. и 

Эл. Мат.». 42 стр. 16°. 1911. Ц. 25 к. 
Штокь, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЬ, прив -доц. Практическое руководство 
пс количественному анализу. Пер. сь нЪм. лабор. Новор. Унив. 


· Ч. 1. Коншина подъ ред. проф. П. Г. Мелићова. Переводь сь н%м. 
ҮШ--172 стр. 892. Съ 37 рис. 1911. Ц. Р. 1.20 к. 
Больцано, Б. Парадоксы оезконечнаго. (Биб.нотека класги!овь). Пер. съ 
нЪмецк. под. ред. проф. И. В. Слєшинскаю. 120 стр. 8°. Съ 12 
черт. 1911 г. Ц. 80 к. 


руді, Ф. проф. Квадратура круга. Исторія задачи о квадратур%в круга 
сь древнфйшихъ временъ до нашихъ дней съ приложеніемъ 4-хь 
статей объ измЂреніи круга Архимеда, Гюйгенса, Лагранжа и Лам- 
берта. (Библіотека классиковә). Пер. съ нЪм. под. ред. прив.-доц. 

С. Н. Бернштейна. УШ-156 стр. 8°. Сл, 21 рис. 1911. Ц. Р. 1. 20 к. 
Дод Ь, ОЛИВЕРЪ, проф. Мірозой зфирь. Пер. съ англ. подъ ред. лабор. 
Нов. Унив. Д. Л. Хмырова. ХУ1--216 стр. 16°. Съ рис. 1911. Ц. 80 к. 


ИмьЬьются на складі: 


Мультонъ Ф. проф. Зволюція солнечной системы. Перев. съ англій- 
скаго 1Ү--82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1908. Ц. 50 к. 

Изложене гипотезы образован я солнечной системы изъ спиральной ту- 

манности съ попутной критикой космогонической теорій Лапласа. 
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